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Introduction
Soit C = (C,cof ,W) une cate´gorie de Waldhausen. Si G est un 2-groupe (voir §13.2) un determi-
nant (unitaire et non-commutatif) de C a` valeurs dans G est un couple (D,T ) forme´ d’un foncteur
et une fonction :
CW
D // G et s2(C)
T // {Morphismes de G} ,
ou` CW note la sous-cate´gorie de C dont les morphisme sont les e´le´ment deW et s2(C) est l’ensemble
des suites cofibres de C :
A // // B // // C ,
tels que :
(i) (Compatibilite´) Si ξ = ( A // // B // // C ) est une suite cofibre de C le morphisme T (ξ)
de G est un morphisme de la forme :
D0(A) ⊗D0(C)
T (ξ) // D0(B) .
(ii) (Unitaire) On a que D0(0) = 1 et T ( 0 // // 0 // // 0 ) = l−11 = r
−1
1 .
(iii) (Naturalite´) Si on se donne un morphisme de suites cofibre de C :
ξ

ξ′
=
A
fA

// // B
fB

// // C
fC

A′ // // B′ // // C′
ou` fA, fB et fC appartient a` W, on a un carre´ commutatif :
D0(A) ⊗D0(C)
D1(fA)⊗D1(fC)

T (ξ) // D0(B)
D1(fB)

D0(A′) ⊗D0(C′)
T (ξ′)
// D0(B′)
(iv) (Associativite´) E´tant un diagramme de C :
A3,2
A2,1 // A3,1
OO
A1,0 // A2,0 //
OO
A3,0
OO
tel que :
ξ0 = ( A2,1 // // A3,1 // // A3,2 ) , ξ1 = ( A2,0 // // A3,0 // // A3,2 ) ,
1
2 Elhoim Sumano
ξ2 = ( A1,0 // // A3,0 // // A3,1 ) et ξ3 = ( A1,0 // // A2,0 // // A2,1 )
sont de suites cofibre de C, on a un diagramme commutatif de G :
(1)
D0(A3,0) D0(A1,0) ⊗D0(A3,1)
T (ξ2)oo
D0(A1,0) ⊗ (D0(A2,1) ⊗D0(A3,2))
D0(A1,0)⊗T (ξ0)
OO
a ≅
D0(A2,0) ⊗D0(A3,2)
T (ξ1)
OO
(D0(A1,0) ⊗D0(A2,1)) ⊗D0(A3,2) .
T (ξ3)⊗D0(A3,2)
oo
Si (D,T ) et (D′, T ′) sont deux de´terminants de C a´ valeurs dans G unmorphisme de de´terminants
de C a` valeurs dans G est une transformation naturelle CW
D
''
D′
77 α G ve´rifiant les proprie´te´s :
(v) (Unitaire) α0 = id1
(vi) (Compatibilite´) Si ξ = ( A // // B // // C ) est une suite cofibre de C, on a un carre´
commutatif de G :
D0(A) ⊗D0(C)
αA⊗αC

T (ξ) // D0(B)
αB

D′0(A) ⊗D
′
0(C)
T ′(ξ)
// D′0(B)
On ve´rifie sans peine que les de´terminants de C a` valeurs dans G et les morphismes entre eux
forment un groupo¨ıde qu’on note detC(G). La composition e´tant la composition de transformation
naturelles.
Remarquons qu’on a un foncteur :
(2) 2-Grp
detC // Grpd ,
G z→ detC(G)
de´fini comme suit : Si (ϕ,mϕ)∶ G // H est un morphisme de 2-groupes le foncteur :
detC(G)
detC(ϕ,m
ϕ)
// detC(H)
est de´finie dans les objets par la formule detC(ϕ,m
ϕ)(D,T ) = (D,T ) ou` D est le foncteur compose´ :
CW
D // G
ϕ // H
et T est la fonction :
s2(C)
T // {Morphismes de H} .
ξ z→ ϕ(T (ξ)) ○mϕ
On note hGrpd la cate´gorie homotopique des groupo¨ıdes i.e. la cate´gorie qu’on obtient de la
cate´gorie des groupo¨ıdes Grpd en identifient deux foncteurs s’il existe une transformation naturelle
entre eux.
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Si π∶ Grpd // hGrpd est le foncteur canonique, l’e´nonce´ suivant est bien connu (voir [Del87],
[Knu02] et [FM07]) :
Proposition A. Si C est une cate´gorie de Waldhausen le foncteur compose´ :
2-Grp
detC( ● ) // Grpd
π // hGrpd
est repre´sentable par le 2-groupe d’homotopie (voir la fin de §14.3) de l’ensemble simplicial :
(3)
∆op // Ens
[p] z→ Homcat([p],WSp(C))
dont les groupes d’homotopie sont les K-groupes de C.
En particulier si (ϕ,mϕ)∶ G // H est une 2-e´quivalence faible de 2-groupes le foncteur :
detX(G) detX(ϕ,m
ϕ)
// detX(H)
est une e´quivalence faible de groupo¨ıdes et le foncteur induit :
2-hGrp
π0(detX( ● )) // Ens
est repre´sentable aussi par le 2-groupe d’homotopie de l’ensemble simplicial (3).
On trouve dans l’article [FMW15] une preuve de la Proposition A pour tous les objets A● de
la cate´gorie des foncteurs cat∆
op
tels que A0 = ⋆.
I. Soit MS la sous-cate´gorie pleine de la cate´gorie des ensembles bisimpliciaux dont les objets
sont les X tels que X●,0 = ⋆ (voir §10.4.1). La cate´gorie MS admet l’enrichissement simpliciaux
suivant :
Hom
(1)
MS
(X,Y )
n
=HomMS((X × p∗1(∆n))/( ⋆ ×p∗1(∆n)), Y )
=Hom∆̂×∆((X × p∗1(∆n))/( ⋆ ×p∗1(∆n)), Y )
=Hom∆̂×∆(X × p∗1(∆n), Y ) .
(4)
Si 0 ≤ n ≤ ∞ dans la Proposition 10.4.3 on note que la cate´gorie MS munie de l’enrichissement
Hom
(1)
MS admet une structure de cate´gorie de mode`les simplicial pointe´e lorsque :
{ e´quivalences faibles} = {f ∶ X // Y ∣ diag(f) est une n-e´quivalence
faible d’ensembles simpliciaux} = Wdiagn ,
{ cofibrations} = {monomorphismes} = mono ,
{fibrations} = {morphismes avec la proprie´te´ de rele`vement
a` droite par rapport a` mono ∩ Wdiagn } = fibdiagn .
En fait la cate´gorie de mode`les (MS,Wdiagn ,mono,fibdiagn ) est le remplacement simplicial de
[Dug01] de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) des ensembles simpliciaux re´duits
(voir §10.1). En particulier la cate´gorie homotopique MS[(Wdiagn )−1] est e´quivalente a` la cate´gorie
homotopique des n-types d’homotopie connexes.
4 Elhoim Sumano
II. Dans le Chapitre 3 de cette the`se on se rappelle que le foncteur 2-nerf des bicate´gories de´fini
dans [SL08] induit par restriction aux 2-groupes un foncteur pleinement fide`le :
(5) 2-Grp
NS // MS .
Si G est un 2-groupe on montre dans la Proposition 14.3.1 que l’ensemble bisimplicial NS(G) est
un objet fibrant de la cate´gorie de mode`les simplicial (MS,Wdiag2 ,mono,fibdiag2 ,Hom(1)MS) et dans
le Lemme 14.4.4 on montre que pour tout objet X de MS l’ensemble simplicial des morphismes
Hom
(1)
MS(X,NS(G)) est isomorphe au nerf d’un groupo¨ıde (un groupo¨ıde de de´terminants de X a`
valeurs dans G d’apre`s le Corollaire 14.4.5).
Enfin on ve´rifie que si C est une cate´gorie de Waldhausen et X note l’ensemble bisimplicial :
(∆ ×∆)op // Ens
([p], [q]) z→ Homcat([p],WSq(C))
alors l’ensemble simplicial Hom
(1)
MS(X,NS(G)) est isomorphe au nerf du groupo¨ıde detC(G) ci-
dessus.
Vu que le foncteur (5) induit une e´quivalence de cate´gories (voir le Corollaire 14.3.8) :
2-hGrp
hNS //MS[(Wdiagn )−1]
on en de´duit une autre preuve de la Proposition A (valable pour tout objet de la cate´gorie MS).
III. Rappelons qu’un cate´gorie de mode`les simpliciale pointe´e est une cate´gorie pointe´e C munie
d’une structure de cate´gorie de mode`les (C,W,cof ,fib) et d’un enrichissement HomC sur la cate´gorie
de mode`les mono¨ıdale ( ∆̂ ,W∞,mono,fib∞) lequel ve´rifie certains conditions (voir §9.1).
Si n ≥ 1 conside´rons la cate´gorie de mode`les mono¨ıdale ( ∆̂ ,Wn−1,mono,fibn−1) dont la
cate´gorie sous-jacent est la cate´gorie carte´sienne ferme´e des ensembles simpliciaux, les cofibrations
sont les monomorphismes et les e´quivalences faibles sont les (n − 1)-e´quivalences faibles.
Dans le Chapitre 2 de cette the`se on montre (The´ore`me 9.2.2) l’e´nonce´ suivant :
Proposition B. Si n ≥ 1 et (C,W,cof ,fib,HomC) est une cate´gorie de mode`les simpliciale
pointe´e telle que tous ses objets sont cofibrants, les e´nonce´s suivants sont e´quivalents :
(i) L’enrichissement HomC de la cate´gorie de mode`les (C,W,cof ,fib) est en fait un enri-
chissement sur la cate´gorie de mode`les mono¨ıdale ( ∆̂ ,Wn−1,mono,fibn−1).
(ii) Si m ≥ n la m-ie`me ite´ration d’un foncteur suspension Σm∶ Ho(C) // Ho(C) est null.
(iii) Si m ≥ n la m-ie`me ite´ration d’un foncteur espace de lacets Ωm∶ Ho(C) // Ho(C) est
null.
(iv) Si X et Y sont des objets de C quelconques, πm(RHomC(X,Y ),⋆YX) = 0 pour m ≥ n.
(v) Si Y est un objet fibrant de (C,W,cof ,fib) l’ensemble simplicial HomC(X,Y ) est un objet
fibrant de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ ,Wn−1,mono,fibn−1) pour tout objet X de C.
On en de´duit (voir la Proposition 10.4.3) que l’enrichissement Hom
(1)
MS
de la cate´gorie de mode`les
(MS,Wdiagn ,mono,fibdiagn ) se restreint a` ( ∆̂ ,Wn−1,mono,fibn−1). En particulier si Y est un
objet fibrant de la cate´gorie de mode`les (MS,Wdiagn ,mono,fibdiagn ), pour tout objet X de MS
l’ensemble simplicial des morphismes Hom
(1)
MS
(X,Y ) est un objet fibrant de la cate´gorie de mode`les
(∆̂ ,Wn−1,mono,fibn−1) i.e. un complexe de Kan dont les groupes d’homotopie πi sont nuls pour
tout i ≥ n.
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Autrement dit l’espace des morphisme de´rive´ RnHom de (MS,Wdiagn ,mono,fibdiagn ) est un
enrichissement de la cate´gorie homotopiqueMS[(Wdiagn )−1] sur la cate´gorie des (n−1)-types d’ho-
motopie ∆̂ [(Wn−1)−1].
Remarquons que pour n = 2 on constat par ce moyen que si X est un objet quelconque de la
cate´gorieMS le foncteur des morphismes de´rive´ R2Hom(X, ●) est le foncteur des ”de´terminants de
X” de la cate´gorie homotopique des 1-groupes (qui est e´quivalente a` la cate´gorie MS[(Wdiag2 )−1])
vers la cate´gorie homotopique des groupo¨ıdes (qui est e´quivalente a` la cate´gorie des 1-types d’ho-
motopie), et si n = 1 le foncteur R1Hom(X, ●) est le foncteur des ”fonctions additives de X” de
la cate´gorie des groupes (qui est e´quivalente a` la cate´gorie MS[(Wdiag1 )−1]) vers la cate´gorie des
ensembles (qui est e´quivalente a` la cate´gorie des 0-types d’homotopie) (voir §6.3).
Donc si n ≥ 3 le foncteur RnHom(X, ●) est un foncteur des ”de´terminants supe´rieurs de X”
de la cate´gorie homotopique des n-types d’homotopie connexes (la dite cate´gorie homotopique des
n-groupes) vers la cate´gorie des (n − 1)-types d’homotopie.

CHAPITRE 1
Les K-groupes des cate´gories de mode`les et des de´rivateurs
1. Cate´gories de mode`les
§1.1. Rappelons qu’une cate´gorie de mode`les C = (C,W,cof ,fib) (voir [Hir03] ou [Hov99]),
est la donne´e d’une cate´gorie C avec trois familles distingue´es de morphismes : W, cof et fib dont
les e´le´ments sont dits respectivement e´quivalences faibles, cofibrations et fibrations ; et qui satisfont
aux proprie´te´s suivantes :
CM1. La cate´gorie C admet de petites limites et colimites.
CM2. La famille W satisfait la proprie´te´ de deux-sur-trois ; c’est-a`-dire, si deux des trois mor-
phismes dans un triangle commutatif :
X
f //
h   
Z ,
g}}
Y
appartiennent a` W ; il en est de meˆme pour le troisie`me.
CM3. Les familles W, cof et fib sont stables par re´tractes ; plus explicitement, e´tant donne´
un diagramme commutatif :
A //
id
''
g

X
f

// A
g

B //
id
66Y // B ;
si f est un e´le´ment de W, cof ou fib, il en est de meˆme pour g.
CM4. Les e´le´ments de fib (resp. de cof) ve´rifient la proprie´te´ de rele`vement a` droite (resp. a`
gauche) par rapport aux e´le´ments de cof ∩W (resp. fib ∩W) ; c’est-a`-dire, e´tant donne´ un
carre´ commutatif :
A //
i

X
p

B
ϕ
>>
// Y ,
avec i ∈ cof et p ∈ fib ; si i ∈ W (resp. si p ∈ W), il existe le morphisme ϕ comme dans le
diagramme, rendant commutatifs les triangles qui en re´sultent.
CM5. Il existe de factorisations fonctorielles de tout morphisme f de C :
(i) f = p i, ou` p ∈ fib et i ∈ cof ∩W.
(ii) f = q j, ou` q ∈ fib ∩W et j ∈ cof .
On note respectivement
̃
// , // // et // // , les fle`ches des familles W, cof et fib.
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§1.2. Si C est une cate´gorie de mode`les, graˆce a` la proprie´te´ CM1 on peut choisir dans C un
objet initial ∅ et un objet final ⋆. Un objet X de C est dit cofibrant (resp. fibrant), si l’unique fle`che
∅ // X est une cofibration (resp. X // ⋆ est une fibration).
Il re´sulte de la proprie´te´ CM5 que pour tout objet X de C, on peut trouver un diagramme
commutatif :
(6)
∅ //$$
jX $$
X
QX
qX
̃
OO ⎛⎜⎜⎝ resp.
X //
iX ̃
⋆
RX
pX
99 99 ⎞⎟⎟⎠ ,
ou` QX est un objet cofibrant (resp. RX fibrant) de C. On appelle une telle donne´e, forme´e d’un
objet cofibrant QX (resp. fibrant RX) et d’une e´quivalence faible qX (resp. iX), un remplacement
cofibrant de X (resp. un remplacement fibrant).
Soulignons que par hypothe`se, on peut supposer qu’on s’est donne´ dans C un foncteur et une
transformation naturelle :
(7) Q ∶ C // C et q ∶ Q +3 idC
(resp. R ∶ C // C et i ∶ idC +3 R ) ,
avec la proprie´te´ que pour tout objet X de C, le morphisme qX (resp. iX) soit une fibration (resp.
cofibration) et le couple (Q(X), qX) (resp. (R(X), iX) ) un remplacement cofibrant (resp. fibrant)
de X ; on ve´rifie en particulier que l’objet QX (resp. RX) est aussi fibrant (resp. cofibrant) si X
l’est.
D’autre part, rappelons qu’un objet cylindre d’un objet X de C (resp. objet cocylindre de Y ),
est la donne´e d’un objet Cyl(X) (resp. coCyl(Y ) ) et d’une factorisation :
(8)
X ⊔X
""
i0+i1 ''
id+id // X
Cyl(X) p
CC̃
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
Y
i ''
̃
(id,id) // Y × Y
coCyl(Y ) (p0,p1)
== ==
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
.
E´tant donne´s deux morphismes X
f, g // Y de C, on dit que f est homotope a` gauche a` g (resp.
homotope a` droite), s’il existe une homotopie a` gauche (resp. homotopie a` droite) de f vers g ; c’est-
a`-dire, s’il existe un objet cylindre de X (resp. cocylindre de Y ) et un morphisme H qui s’inse`re
dans un triangle commutatif :
(9)
X ⊔X
f+g //
i0+i1

Y
Cyl(X) H
BB
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
X
(f,g) //
H ''
Y × Y
coCyl(Y )
(i0,i1)
OO
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
On ve´rifie que dans la sous-cate´gorie Ccf de C, dont les objets sont les objets a` la fois fibrants
et cofibrants, la relation d’homotopie a` gauche et d’homotopie a` droite co¨ıncident et sont une rela-
tion d’e´quivalence. Vu qu’en plus cette relation est compatible a` la composition, on en de´duit une
cate´gorie quotient πCcf munie d’un foncteur Ccf // πCcf .
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Enfin, si C[W−1] de´signe la cate´gorie qu’on obtient de C apre`s avoir inverse´ les e´quivalences
faibles (voir [GZ76]), on montre l’existence de carre´s commutatifs :
Ccf

  // C

πCcf // C[W−1]
et
C

RQ // Ccf

C[W−1] // πCcf
,
qui de´finissent une e´quivalence de cate´gories πCcf ≃ C[W−1].
Il se suit en particulier qu’un morphisme X
f // Y dans une cate´gorie de mode`les est une
e´quivalence faible, si et seulement si son image dans C[W−1] est un isomorphisme.
Dans le cadre des cate´gories de mode`les, on note HoW(C) = Ho(C) la cate´gorie des fractions
C[W−1] et on l’appelle la cate´gorie homotopique de C. On note aussi [X,Y ]C , l’ensemble des mor-
phismes dans HoW(C) entre deux objets X et Y de C.
§1.3. Soit C une cate´gorie quelconque munie d’une famille distingue´e de morphismes W (par
exemple une cate´gorie de mode`les avec ses e´quivalences faibles). Notons C[W−1] la cate´gorie qu’on
obtient de C apre`s avoir inverse´ les e´le´ments de W, et γ ∶ C // C[W−1] le foncteur canonique.
Si C F // A est un foncteur de but une cate´gorie arbitraire, rappelons qu’un foncteur de´rive´ a`
gauche (resp. a` droite) de F est la donne´e d’un foncteur C[W−1] LF // A (resp. C[W−1] RF // A ),
et d’une transformation naturelle LF ○ γ α +3 F (resp. F α +3 RF ○ γ ), telle que pour tout foncteur
C[W−1] G // A , l’application suivante soit bijective :
Hom
AC[W
−1](G,LF ) // HomAC(G ○ γ,F )
β z→ α ○ (β ⋆ γ)
⎛⎜⎝
resp. Hom
AC[W
−1](RF,G) // HomAC(F,G ○ γ)
β z→ (β ⋆ γ) ○ α
⎞⎟⎠ .
Il en re´sulte que si F envoie les e´le´ments de W vers les isomorphismes de A, c’est-a`-dire, si on
a une factorisation :
C
γ

F // A ,
C[W−1] F̂
==
alors (F̂ , id) est a` la fois un foncteur de´rive´ a` gauche et a` droite de F .
Si D est une autre cate´gorie munie d’une famille distingue´e de morphismes W, un foncteur
de´rive´ total a` gauche (resp. a` droite) d’un foncteur C F // D , est par de´finition un foncteur de´rive´
a` gauche (resp. a` droite) C[W−1] LF // D[W−1] (resp. C[W−1] RF // D[W−1] ) du compose´ :
C F // D // D[W−1] .
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Supposons maintenant que C et D sont des cate´gories de mode`les. Rappelons qu’une adjonction :
(10) C
F
&&
⊥ D ,
G
dd
est dite une adjonction de Quillen, si le foncteur adjoint a` gauche F pre´serve les e´le´ments des familles
cof et cof ∩W, ou de fac¸on e´quivalente, si le foncteur adjoint a` droite G pre´serve les e´le´ments des
familles fib et fib ∩W.
E´tant donne´e une adjonction de Quillen (10), on peut construit un foncteur de´rive´ total a` gauche
de F (resp. a` droite de G) :
Ho(C) LF // Ho(D) (resp. Ho(D) RG // Ho(C) ) ,
avec la proprie´te´ que le morphisme LF (X) αX // F (X) (resp. G(Y ) αY // RG(Y ) ) soit un
isomorphisme, pour tout objet X de C cofibrant (resp. objet Y de D fibrant). En effet, pour cela on
pose LF (X) = F (QX) (resp. RG(Y ) = G(RY )) et αX = F (qX) (resp. αY = G(iY )).
On en de´duit en particulier une adjonction (voir par exemple [Qui67]) :
(11) Ho(C)
LF
''
⊥ Ho(D) .
RG
gg
Enfin, rappelons qu’une adjonction de Quillen (10) est dite une e´quivalence de Quillen, si le
foncteur LF (ou le foncteurRF ) est une e´quivalence de cate´gories. De fac¸on e´quivalente, l’adjonction
(10) est une e´quivalence de Quillen si pour tout objet cofibrant X de C et tout objet fibrant Y de
D, un morphisme FX // Y est une e´quivalence faible de D si et seulement si, son morphisme
adjoint X // GY est une e´quivalence faible de C.
2. Extensions de Kan homotopiques
§2.1. Soit C une cate´gorie arbitraire. Si I est une petite cate´gorie, on note CI la cate´gorie des
I-diagrammes de C, c’est-a`-dire, des foncteurs X de I vers C. E´tant donne´ un objet a de I, si X est
un I-diagramme de C, on de´signe par Xa la valeur du foncteur X dans a.
Supposons maintenant que C est une cate´gorie munie d’une famille distingue´e de morphismes
W. La cate´gorie CI a alors une famille distingue´e de morphismes WI , dont les e´le´ments sont les
e´quivalences faibles argument par argument ; i.e. les morphismes de I-diagrammes F ∶ X // X′ tels
que pour tout objet a de I, la fle`che Fa ∶ Xa // X′a soit une e´quivalence faible.
On construit en particulier un diagramme commutatif :
(12) CI
(γC)
I
//
γCI

(C[W−1])I .
CI[W−1I ] ΦC,I
AA
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Lemme 2.1.1. Soit C une cate´gorie munie d’une famille distingue´e de morphismes W fortement
sature´e 1, alors pour toute petite cate´gorie I le foncteur canonique :
(13) CI[W−1I ] ΦC,I // (C[W−1])I ,
est conservatif ; i.e. si F ∶ X // X′ est un morphisme de CI[W−1I ] tel que pour tout objet a de
I le morphisme Fa ∶ Xa // X′a soit un isomorphisme de C[W], alors F est un isomorphisme de
CI[W−1I ].
De´monstration. Rappelons que se donner un morphisme F ∶ X // X′ de CI[W−1I ] signifie
se donner une chaˆıne de morphismes de CI :
X = X0 F
1
X1
F 2 ⋯ F
n−1
Xn−1
Fn
Xn = X′
ou` pour chaque 1 ≤ k ≤ n, soit F k est un morphisme arbitraire de CI de la forme F k ∶ Xk−1 // Xk ,
soit F k est un morphisme de WI de la forme F
k ∶ Xk // Xk−1 .
Supposons que ΦC,I(F ) est un isomorphisme de (C[W−1])I c’est-a`-dire supposons que pour
tout objet a de I la chaˆıne :
Xa = X0a
F 1a
X1a
F 2a ⋯
Fn−1a
Xn−1a
Fna
Xna = X
′
a
est un isomorphisme de C[W−1].
Vu que W est une famille de morphismes fortement sature´e, on de´duit que pour tout objet a
de I et tout 0 ≤ k ≤ n, le morphisme F ka appartient a` W. Donc, F
k appartient a` WI pour tout
0 ≤ k ≤ n, c’est-a`-dire F est un isomorphisme de CI[W−1I ]. 
D’autre part, e´tant donne´ un foncteur u ∶ I // J entre petites cate´gories, vu que le foncteur
induit u∗ ∶ CJ // CI respecte les e´quivalences faibles argument par argument, on de´duit un foncteur
qu’on note par le meˆme symbole :
(14) CJ[W−1J ] u∗ // CI[W−1I ] .
On dit que C admet des extensions de Kan homotopiques a` gauche (resp. droite) le long de u
(par rapport aux morphismes de W) si le foncteur u∗ admet un adjoint a` gauche (resp. a` droite) :
CJ[W−1J ]
u∗
66
⊥ CI[W−1I ]
u!
uu
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
resp. CJ[W−1J ]
u∗
))
⊥ CI[W−1I ]
u∗
hh
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
.
On appelle un tel foncteur u! (resp. u∗ ) un (ou le) foncteur extension de Kan homotopique a` gauche
(resp. droite) le long de u (par rapport aux morphismes de W).
E´tant donne´e une petite cate´gorie I, on de´signe par pI ∶ I // e le seul foncteur de I vers la
cate´gorie ponctuelle e. Si C admet des extensions de Kan homotopiques a` gauche (resp. droite) le
1. On dit que la famille W est fortement sature´e si on a la proprie´te´ suivante : Un morphisme de C appartient a`
W si et seulement si son image dans C[W−1] est un isomorphisme.
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long d’un foncteur de la forme pI ∶ I // e :
C[W−1]
p∗I
66
⊥ CI[W−1I ]
(pI)! =hocolimI
uu
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp. C[W−1]
p∗I
))
⊥ CI[W−1I ]
(pI)∗ =holimI
hh
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
on dit que C admet des colimites homotopiques (resp. des limites homotopiques) de type I, et on
appelle l’objet hocolimI(X)(resp. holimI(X)) une (ou la) colimite homotopique (resp. la limite ho-
motopique) du I-diagramme X de C.
Rappelons :
Lemme 2.1.2. Soit C une cate´gorie munie d’une famille distingue´e de morphismes W laquelle
contient les identite´s. Alors pour toute petite cate´gorie I isomorphe a` une re´union disjoint finie
I ≅ I1⊔⋯⊔ In ou` n ≥ 0, le foncteur canonique :
(15) CI[W−1I ] (u
∗
1,...,u
∗
n) // CI1[W−1I1 ] ×⋯ × CIn[W−1In ] ,
est un isomorphisme de cate´gories.
De´monstration. Si n = 0 c’est-a`-dire si I est la cate´gorie vide on a que CI est la cate´gorie
ponctuelle, alors (15) est un isomorphisme de cate´gories parce que le produit vide de cate´gories est
aussi la cate´gorie ponctuelle. D’un autre si n = 1 le foncteur (15) est l’identite´.
Finalement rappelons que si A et B sont de cate´gories munies des familles distingue´es de mor-
phismes WA et WB respectivement lesquelles contient les morphismes identite´s, on montre que le
foncteur canonique :
(A ×B)[(WA ×WB)−1] // A[W−1A ] ×B[W−1B ]
est un isomorphisme de cate´gories, en ve´rifiant que pour tout foncteur A × B F // C avec la pro-
prie´te´ :
F (WA ×WB) ⊆ { isomorphismes de C }
il existe un seul foncteur :
A[W−1A ] ×B[W−1B ] F̃ // C
tel que F̃ ○ (γA × γB) = F .
Il se suit en particulier que le foncteur (15) est un isomorphisme si n ≥ 2. 
D’apre`s ce dernier affirmation, si I est une petite cate´gorie discre`te finie 2 et C est une cate´gorie
de mode`les ; alors C admet des colimites homotopiques (resp. limites homotopiques) de type I si et
seulement si la cate´gorie C[W−1] admet des sommes (resp. des produits) indexe´es par l’ensemble
d’objet I0 de I.
Dans ce cas, une colimite homotopique (resp. une limite homotopique) d’un I-diagramme X =
{Xi}i∈I0 de C est canoniquement isomorphe a` une somme (resp. un produit) de la famille {Xi}i∈I0
dans C[W−1].
Montrons maintenant :
2. I est une petite cate´gorie discre`te finie si elle n’admet pas de morphismes autres que les identite´s et l’ensemble
de ses objets est fini (possiblement vide).
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Lemme 2.1.3. Soit C une cate´gorie munie d’une famille distingue´e de morphismes W. On
conside`re un foncteur u ∶ I // J entre petites cate´gories, admettant un adjoint a` droite (resp. a`
gauche) v ∶ J // I . Alors, l’adjonction v∗ ⊣ u∗ ∶ CJ // CI (resp. u∗ ⊣ v∗ ∶ CI // CJ ) induit
une adjonction :
(16) CJ[W−1J ]
u∗
66
⊥ CI[W−1I ]
v∗
uu
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
resp. CJ[W−1J ]
u∗
))
⊥ CI[W−1I ]
v∗
hh
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
,
dont l’unite´ (resp. counite´) est un isomorphisme si u est pleinement fide`le.
En particulier, le foncteur :
CI[W−1I ] u! =v
∗
// CJ[W−1J ] ( resp. CI[W−1I ] u∗ =v
∗
// CJ[W−1J ] ) ,
est un foncteur des extensions de Kan homotopiques a` gauche (resp. a` droite) le long de u, lequel
est pleinement fide`le si u l’est.
De´monstration. Notons CatW la 2-cate´gorie dont les objets sont les couples (A,W), forme´s
d’une cate´gorie A et d’une famille distingue´e de morphismes W de A. Une 1-fle`che de (A,W) vers
(A′,W′), est un foncteur A F // A′ ve´rifiant F (W) ⊂W′ ; et si F est G sont deux 1-fle`ches, une
2-fle`ches de F vers G est une transformation naturelle entre les foncteurs.
D’apre`s les proprie´te´s des cate´gories de fractions [GZ76], on ve´rifie aussitoˆt qu’il y a un 2-
foncteur de CatW vers la 2-cate´gorie des grandes cate´gories CAT, qui associe au couple (A,W)
la cate´gorie A[W−1]. En composant ce 2-foncteur avec le 2-foncteur (contravariant en 1-fle`ches) de
diagrammes de C, qui est de´fini de la 2-cate´gorie des petites cate´gories cat vers CatW , par la re`gle
I ↦ (CI ,WI) ; on obtient un 2-foncteur :
(17)
cat
C−[W−1− ] // CAT .
I
✤ // CI[W−1I ]
Le re´sultat de´sire´ est une conse´quence formelle, des proprie´te´s des 2-foncteurs par rapport aux
adjonctions. 
On de´duit sans difficulte´ :
Corollaire 2.1.4. Soit C une cate´gorie munie d’une famille distingue´e de morphismes W. On
conside`re un foncteur u ∶ I // J entre petites cate´gories, et une adjonction :
I
v
99⊥ I
′
w
zz
⎛⎜⎜⎝
resp. I
v
%%
⊥ I ′
w
dd
⎞⎟⎟⎠
.
Alors, si C admet des extensions de Kan homotopiques a` gauche (resp. a` droite) le long de u, C
admet des extensions de Kan homotopiques a` gauche (resp. a` droite) le long du compose´ uw, et
(uw)! ≅ u! ○ v∗ (resp. (uw)∗ ≅ u∗ ○ v∗)
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§2.2. Dans le cadre de cate´gories de mode`les on peut montrer l’existence des extensions de
Kan homotopiques a` gauche (resp. droite) le long d’un foncteur quelconque, et que le syste`me de
foncteurs qu’il en de´coule satisfait des proprie´te´s similaires a` celles des extensions de Kan habituelles
(voir [Cis03] ou le paragraphe §20.2 de [DHKS04]). Dans le pre´sent chapitre cependant, on va
s’inte´resser aux extensions de Kan homotopiques le long de foncteurs entre cate´gories appartenant
a` une famille assez restreinte ou` la the´orie est beaucoup plus simple.
E´tant donne´e une petite cate´gorie I, rappelons qu’une structure de cate´gorie de Reedy sur I
est la donne´e d’une fonction Obj(I) λ // N et de deux sous-cate´gories distingue´es I+ et I− de I
ve´rifiant les proprie´te´s :
(i) Si a // b est un morphisme de I+ (resp. de I−) diffe´rent du morphisme identite´, alors
λ(b) > λ(a) (resp. λ(a) > λ(b) ).
(ii) Tout morphisme u de I s’e´crit de fac¸on unique comme un compose´ u = u+u−, ou` u+ (resp.
u−) est un morphisme de I+ (resp. I−).
On dit alors que I = (I, I+, I−, λ) est une cate´gorie de Reedy, et on appelle I+ (resp. I−) la
sous-cate´gorie directe (resp. sous-cate´gorie inverse) de I.
Il re´sulte de la proprie´te´ (ii) que si I est une cate´gorie de Reedy ve´rifiant I = I+ (resp. I = I−),
alors I− (resp. I+) est la sous-cate´gorie de I de meˆme ensemble d’objets, dont les seuls morphismes
sont les identite´s. On appelle dans ce cas la donne´e I = (I+, λ) (resp. I = (I−, λ) ) une cate´gorie
directe (resp. inverse).
Proposition 2.2.1. Soit C une cate´gorie de mode`les ; si I est une cate´gorie de Reedy, alors
la cate´gorie de diagrammes CI+ (resp. CI−) admet une structure de cate´gorie de mode`les, dont les
e´quivalences faibles et les fibration (resp. les e´quivalences faibles et les cofibrations) sont de´finies
argument par argument.
De meˆme, la cate´gorie de diagrammes CI admet une structure de cate´gorie de mode`les dont les
e´quivalences faibles sont de´finies argument par argument, et les fibration (resp. cofibrations) sont
les morphismes dont les restrictions a` I+ et I− sont des fibrations (resp. cofibrations) de CI+ et CI−
respectivement.
De´monstration. Voir le The´ore`me 16.3.4 de [Hir03] ou le The´ore`me 5.2.5 de [Hov99]. 
L’e´nonce´ suivant est facilement de´montre´ a` partir de la Proposition 2.2.1.
Corollaire 2.2.2. Soit C une cate´gorie de mode`les. Si I est une cate´gorie directe (resp. in-
verse), et si on muni CI de la structure de cate´gorie de mode`les de la Proposition 2.2.1, l’adjonction :
(18) C
p∗I
99⊥ C
I
colimI
zz
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
resp. C
p∗I
%%
⊥ CI
limI
dd
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
,
est une adjonction de Quillen. En particulier, C admet des colimites homotopiques (resp. limites
homotopiques) de type I.
Plus encore, si u ∶ I // J est un foncteur entre cate´gories directes (resp. inverses) alors
l’adjonction :
(19) CJ
u∗
99⊥ C
I
u!
xx
⎛⎜⎜⎜⎝
resp. CJ
u∗
%%
⊥ CI
u∗
ee
⎞⎟⎟⎟⎠
;
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ou` u! (resp. u∗) est le foncteur des extensions de Kan a` gauche (resp. a` droite) le long de u au sens
habituel, est une adjonction de Quillen. En particulier, C admet des extensions de Kan homotopiques
a` gauche (resp. droite) le long de u.
De´monstration. On ve´rifie facilement que les foncteurs p∗I et u
∗ sont de foncteurs Quillen a`
droite (resp. a` gauche), lorsque I et J sont de cate´gories directes (resp. inverses). 
3. Transformations de (co)changement de base
§3.1. Soit C une cate´gorie munie d’une famille distingue´e de morphismes W et supposons
qu’on a une transformation naturelle de la forme Γ∶ u ○ a +3 b ○ v c’est-a`-dire :
(20)
K
| Γ
v

a // I
u

L
b
// J
.
Vu que la couple (C,W) induit un 2-foncteur (17) on en de´duit un diagramme entre les cate´gories
de fractions, des cate´gories de diagrammes de C correspondantes :
(21)
CK[W−1K ]
	 Γ∗
CI[W−1I ]a∗oo
CL[W−1L ]
v∗
OO
CJ[W−1J ]
b∗
oo
u∗
OO
.
Si on suppose l’existence d’extensions de Kan homotopiques a` gauche de C le long de u et v
(resp. d’extensions de Kan homotopiques a` droite de C le long de a et b) ; plus pre´cise´ment si on
choisit des foncteurs adjoints comme ci-dessous :
(22) CL[W−1L ] ⊥
v∗
;;
v!
{{
CK[W−1K ] et CJ[W−1J ] ⊥
u∗
;;
u!
{{
CI[W−1I ]
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
resp. CI[W−1I ] ⊥
a∗
##
a∗
cc
CK[W−1K ] et CJ[W−1J ] ⊥
b∗
##
b∗
cc C
L[W−1L ]
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
,
et respectivement une unite´ et une counite´ (resp. une counite´ et une unite´) :
(23) id
ηu +3 u∗ ○ u! et v! ○ v∗
εv +3 id
(resp. b∗ ○ b∗ εb +3 id et id ηa +3 a∗ ○ a∗ ) ;
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on de´finit une transformation naturelle :
(24)
CK[W−1K ]
v!

CI[W−1I ]
u!

a∗oo
CL[W−1L ]

Γ!
CJ[W−1J ]
b∗
oo
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
CK[W−1K ] a∗ // CI[W−1I ]
U]
Γ∗
CL[W−1L ] b∗ //
v∗
OO
CJ[W−1J ]
u∗
OO
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
comme le compose´ :
v! ○ a∗
Γ!

(v!○a∗)⋆ηu +3 v! ○ a∗ ○ u∗ ○ u!
v!⋆Γ
∗⋆u!

b∗ ○ u! v! ○ v∗ ○ b∗ ○ u!
ǫv⋆(b∗○u!)
ks
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
u∗ ○ b∗
Γ∗

ηa⋆(u∗○b∗) +3 a∗ ○ a∗ ○ u∗ ○ b∗
a∗⋆Γ
∗⋆b∗

a∗ ○ v∗ a∗ ○ v∗ ○ b∗ ○ b∗
(v∗○a∗)⋆ǫb
ks
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
La transformation naturelle (24) ainsi de´finie est appele´e le conjugue´e a` gauche (resp. a` droite)
de la transformation naturelle (21) par rapport aux donne´es (22) et (23). Cependant, dans le cas
ou` on veut mettre l’accent sur le 2-foncteur (17), on appelle la transformation naturelle (24) un
morphisme de cochangement de base (resp, changement de base) de (C,W) le long de (20).
Remarquons que si on prend le conjugue´e a` gauche Γ! (resp. a` droite Γ∗) de la transformation
naturelle (21) par rapport aux donne´s (22) et (23) et apre`s on conside`re la conjugue´e a` droite (resp.
a` gauche) de Γ! (resp. de Γ∗) par rapport aux foncteurs adjonctions (22) et aux transformations
naturelles :
(25) u∗ ○ u∗
εu +3 id et id
ηv +3 v∗ ○ v∗ (resp. id ηb +3 b∗ ○ b! et a! ○ a∗ εa +3 id )
inverses 3 des transformations naturelles (23), alors on obtient a` nouveau la transformation naturelle
d’origine (21).
Montrons maintenant :
Lemme 3.1.1. Deux conjugue´e a` gauche (resp. a` droite) Γ! et Γ! (resp. Γ∗ et Γ∗) de la meˆme
transformation naturelle (21) sont lie´es par des isomorphismes de la forme :
(26)
v! ○ a∗
β⋆a∗
≅
+3
Γ!

v! ○ a∗
Γ!

b∗ ○ u!
b∗⋆α
≅ +3 b∗ ○ u!
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
b∗ ○ u∗
b∗⋆α
≅
+3
Γ∗

b∗ ○ u∗
Γ∗

v∗ ○ a∗
β⋆a∗
≅ +3 v! ○ a∗
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
De´monstration. En effet, on sait que si on conside`re d’autres foncteurs adjoints a` gauche
(resp. droite) :
(27) CL[W−1L ] ⊥
v∗
;;
v!
{{
CK[W−1K ] et CJ[W−1J ] ⊥
u∗
;;
u!
{{
CI[W−1I ]
3. Une unite´ et une counite´ d’une meˆme adjonction sont dites inverses si elles ve´rifient les identite´s triangulaires.
Le de´terminant de Deligne 17
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
resp. CL[W−1L ] ⊥
v∗
##
v∗
cc C
K[W−1K ] et CJ[W−1J ] ⊥
u∗
##
u∗
cc C
I[W−1I ]
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
,
avec de respectives transformations naturels :
(28) id
η +3 u∗ ○ u! et v! ○ v∗
ε +3 id
(resp. u∗ ○ u∗ ε +3 id et id η +3 v! ○ v∗ ) ;
ils existent des isomorphismes naturels :
u!
α +3 u! et v!
β +3 v! (resp. u∗ α +3 u∗ et v∗ β +3 v∗ ) ,
tels que les diagrammes suivants commutent :
u∗ ○ u!
id
η 19
η &.
u∗ ○ u!
u∗⋆α
KS
et
v! ○ v∗ ǫ
&. id
v! ○ v∗
ǫ
08β⋆v∗
KS
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
u∗ ○ u∗
ǫ
&.
id
u∗ ○ u∗
u∗⋆α
KS
ǫ
08 et
v! ○ v∗
id
η 19
η %-
v! ○ v∗
β⋆v∗
KS ⎞⎟⎟⎟⎟⎠
.
On montre alors que le carre´ (26) est bien commutatif vu qu’il s’inse`re dans le cube suivant :
v! ○ a∗

(v!○a∗)⋆η +3
β⋆a∗
#+
v! ○ a∗ ○ u∗ ○ u!
β⋆(a∗○u∗)⋆α
&.v!⋆Γ∗⋆u!

v! ○ a∗ (v!○a∗)⋆η +3

v! ○ a∗ ○ u∗ ○ u!
v!⋆Γ
∗⋆u!

b∗ ○ u!
b∗⋆α
#+
v! ○ v∗ ○ b∗ ○ u!
β⋆(v∗○b∗)⋆α
&.
ǫ⋆(b∗○u!)ks
b∗ ○ u! v! ○ v∗ ○ b∗ ○ u!ǫ⋆(b∗○u!)ks
dont toutes les autres faces sont effectivement des carre´s commutatifs. 
Voyons aussi :
Lemme 3.1.2. Si la transformation naturelle (21) admet une transformation naturelle conjugue´e
a` gauche v! ○ a∗
Γ! +3 b∗ ○ u! et une conjugue´e a` droite u∗ ○ b∗
Γ∗ +3 a∗ ○ v∗ , ce deux transforma-
tions naturelles sont conjugue´e l’une de l’autre dans le sens IV.7 de [Lan98] ou [mat].
Explicitement on a un carre´ commutatif :
(29) HomCL[W−1
L
](v! ○ a∗(X),Y) ≅ HomCI [W−1
I
](X, a∗ ○ v∗(Y))
HomCL[W−1
L
](b∗ ○ u!(X),Y)
−○(Γ!)X
OO
≅ HomCI[W−1
I
](X,u∗ ○ b∗(Y))
(Γ∗)Y○−
O
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pour tous les I-diagrammes X et les L-diagrammes Y, ou` les isomorphismes horizontaux sont de´finis
a` partir des transformations naturelles (23) qui de´finissent Γ! et Γ∗ plus ces inverses (25).
En particulier la transformation v! ○ a∗
Γ! +3 b∗ ○ u! est un isomorphisme si et seulement si la
transformation u∗ ○ b∗
Γ∗ +3 a∗ ○ v∗ est un isomorphisme.
De´monstration. D’apre`s le The´ore`me 2 de IV.7 dans [Lan98], il suffit de voir que le carre´
ci-dessous est commutatif :
(30) id
η2 +3
η1

(a∗ ○ v∗) ○ (v! ○ a∗)
(a∗○v∗)⋆Γ!
(u∗ ○ b∗) ○ (b∗ ○ u!)
Γ∗⋆(b∗○u!)
+3 (a∗ ○ v∗) ○ (b∗ ○ u!)
ou` η1 et η2 sont respectivement les transformations naturelles suivantes :
id
ηu +3 u∗ ○ u!
u∗⋆ηb⋆u! +3 u∗ ○ (b∗ ○ b∗) ○ u! = (u∗ ○ b∗) ○ (b∗ ○ u!)
et
id
ηa +3 a∗ ○ a∗
u∗⋆η
v⋆a∗ +3 a∗ ○ (u∗ ○ u!) ○ a∗ = (a∗ ○ u∗) ○ (u! ○ a∗)
Pour montrer cela e´crivons le deux chemin possibles [Γ∗ ⋆ (b∗ ○ u!)] ○ η1 et [(a∗ ○ v∗) ⋆ Γ!] ○ η2
du diagramme (30) comme suit :
CI[W−1I ]
ks
ηa
CK[W−1K ]
a∗
33
	 Γ
CI[W−1I ]a∗oo
id
OO
 η
u
CI[W−1I ]idoo
u!

CL[W−1L ]
v∗
OO
	 εb
CJ[W−1J ]b∗oo
u∗
OO
 η
b
CJ[W−1J ]idoo
b∗
ssCL[W−1L ]
id
YY
b∗
OO
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et
CK[W−1K ] a∗ //
ks
ηv
ks
ηa
CI[W−1I ]
CL[W−1L ]
v∗
66
} εv
CK[W−1K ]v!oo
id
OO
} Γ
CI[W−1I ]a∗oo
id
OO
 η
u
CI[W−1I ]idoo
CL[W−1L ]
v∗
OO
id
UU
CJ[W−1J ]
b∗
oo
u∗
OO
vv
u!
,
respectivement.
On de´duit alors des dites identite´s triangulaires que ceux deux chemins sont e´gaux au compose´ :
id
ηa⋆ηu +3 a∗ ○ a∗ ○ u∗ ○ u!
a∗⋆Γ⋆u! +3 a∗ ○ v∗ ○ b∗ ○ u! ,
donc (30) est bien un carre´ commutatif. 
§3.1.1. Si I
u // J est un foncteur entre petites cate´gories, rappelons que la cate´gorie I ∣ b (resp.
b ∣ I) des objets de I au-dessus (resp. au-dessous) d’un objet b de J , est par de´finition la cate´gorie
dont les objets sont les couples (a,α), ou` a est un objet de I et α ∶ ua // b (resp. α ∶ b // ua )
est une fle`che de J . Un morphisme de (a,α) vers (a′, α′) est une fle`che f ∶ a // a′ de I telle que
α′u(f) = α (resp. u(f)α = α′).
On ve´rifie en particulier qu’il y a une transformation naturelle canonique :
(31)
I ∣ b
| Γ ∣ bpI ∣b

π ∣ b // I
u

e
b
// J
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
b ∣ I
| b ∣Γ
pb ∣ I //
b ∣π

e
b

I
u
// J
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
de´finie pour tout objet (a,α) de I ∣ b (resp. b ∣ I) par la formule :
(Γ ∣ b)(a,α) = α (resp. (b ∣Γ)(a,α) = α).
Si C est une cate´gorie munie d’une famille distingue´e de morphismes W, on de´duit de (31) une
transformation naturelle :
(32)
CI ∣ b[W−1I ∣ b]
	 Γ ∣ b
CI[W−1I ](π ∣ b)
∗
oo
C[W−1]
(pI ∣b)∗
OO
CJ[W−1J ]
b∗
oo
u∗
OO
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
Cb ∣ I[W−1b ∣ I]
	 b ∣Γ
C[W−1](pb ∣ I)∗oo
CI[W−1I ]
(b ∣π)∗
OO
CJ[W−1J ]
u∗
oo
b∗
OO
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
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Une conjugue´e a` gauche de la transformation naturelle Γ ∣ b (resp. une conjugue´e a´ droite de
b ∣Γ) :
(33)
CI ∣ b[W−1I ∣ b]
hocolimI ∣ b

CI[W−1I ]
u!

(π ∣ b)∗oo
C[W−1]

(Γ ∣ b)!
CJ[W−1J ]
b∗
oo
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
Cb ∣ I[W−1I ∣ b] holimb ∣I // C[W−1]
U]
(b ∣Γ)∗
CI[W−1I ]
(b ∣π)∗
OO
u∗
// CJ[W−1J ]
b∗
OO
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
;
est appele´ un morphisme d’e´valuation de u! (resp. u∗) en b.
Si X est un I-diagramme de C, on appelle le morphisme de la cate´gorie C[W−1] :
(34)
hocolimI ∣ b(X ○ (π ∣ b)) ((b ∣Γ)!)X // u!(X)b
⎛
⎝ resp. u∗(X)b ((b ∣Γ)∗)X // holimb ∣ I(X ○ (b ∣π))
⎞
⎠ ,
un morphisme d’e´valuation de u!(X) (resp. u∗(X) ) en b.
Proposition 3.1.3. Si C est une cate´gorie de mode`les et u ∶ I // J est un foncteur entre
petites cate´gories directes (resp. inverses), alors pour tout objet b de J et tout I-diagramme X de
C le morphisme d’e´valuation (34) de u!(X) (resp. u∗(X)) en b est un isomorphisme (voir §3.1.1).
Autrement dit la transformation naturelle (33) est un isomorphisme (voir le Lemme 2.1.1).
De´monstration. Pour commencer rappelons que si I est une cate´gorie directe (resp. indi-
recte) ; alors la cate´gorie I ∣ b (resp. b ∣ I) est munie d’une structure canonique de cate´gorie directe
(resp. indirecte).
Ensuite, remarquons qu’il suffit de montrer le re´sultat pour X fibrant et cofibrant dans CI ,
lorsque CI est munie de la structure de cate´gorie de mode`les de la Proposition 2.2.1 (voir aussi le
Corollaire 2.2.2).
Finalement, on ve´rifie que dans ce cas le morphisme d’e´valuation (34) est l’isomorphisme :
colimI ∣ b((π ∣ b)∗X) (Γ ∣ b)X // u!(X)b
( resp. u∗(X)b (b ∣Γ)X // limb ∣ I((b ∣π)∗X) ) ,
qui donne les formules des extensions de Kan ordinaires de [Lan98]. 
§3.2. Supposons maintenant qu’on a deux transformations naturelles avec un coˆte´ en commun :
K
|
Γ1
v

a // I
u

L
b
// J
et
P
|
Γ2
w

c // K
v

Q
d
// L
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
P
|
Γ2
k

c // Q
w

K
a
// I
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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et conside´rons la transformation naturelle qu’on obtient en collant les carre´s comme suit :
P
 Γ2
w

c // K
 Γ1
v

a // I
u

Q
d
// L
b
// J
=
P
 Γ3
w

a○c // I
u

Q
b○d
// J
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
P
}
Γ2
k

c // Q
w

K
} Γ1
v

a // I
u

L
b
// J
=
P
~ Γ3v○k

c // Q
u○w

L
b
// J
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
c’est -a`-dire, on de´finit Γ3 = (b ⋆ Γ2) ○ (Γ1 ⋆ c) (resp. Γ3 = (Γ1 ⋆ k) ○ (u ⋆ Γ2)).
Si C est une cate´gorie munie d’une famille distingue´e de morphismes W, en appliquant le 2-
foncteur C−[W−1− ] on obtient les diagrammes suivants entre les cate´gories de fractions :
(35)
CP [W−1P ]

 Γ2
CK[W−1K ]

 Γ1
c∗oo CI[W−1I ]a∗oo
CQ[W−1Q ]
w∗
OO
CL[W−1L ]
v∗
OO
d∗
oo CJ[W−1J ]
u∗
OO
b∗
oo
=
CP [W−1P ]
 Γ3
CI[W−1I ]c∗○a∗oo
CQ[W−1Q ]
w∗
OO
CJ[W−1J ]
u∗
OO
d∗○b∗
oo
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
CP [W−1P ]

 Γ2
CQ[W−1Q ]c∗oo
CK[W−1K ]
k∗
OO

 Γ1
CI[W−1I ]
w∗
OO
a∗oo
CL[W−1L ]
v∗
OO
CJ[W−1J ]
u∗
OO
b∗
oo
=
CP [W−1P ]
 Γ3
CQ[W−1Q ]c∗oo
CL[W−1L ]
k∗○v∗
OO
CJ[W−1J ]
b∗
oo
w∗○u∗
OO
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
E´tant donne´s des foncteurs adjoints a` gauche des foncteurs u∗, v∗ et w∗ (resp. des adjoints a`
droite de a∗, b∗ et c∗) :
(36) u! ⊣ u∗ , v! ⊣ v∗ et w! ⊣ w∗ (resp. a∗ ⊣ a∗ , b∗ ⊣ b∗ et c∗ ⊣ c∗) ,
accompagne´s des unite´s et counite´s suivantes :
(37) id
ηu +3 u∗ ○ u! , id
ηv +3 v∗ ○ v! , v! ○ v∗
εv +3 id et w! ○w∗
εw +3 id
(resp. b∗ ○ b∗ εb +3 id , a∗ ○ a∗ εa +3 id , id ηa +3 a∗ ○ a∗ et id ηc +3 c∗ ○ c∗ ) ;
si on pose Γ1! , Γ
2
! et Γ
3
! (resp. Γ1∗, Γ2∗ et Γ3∗) pour noter les transformations naturelles conjugue´es
a` gauche (resp. a` droite) des transformations (35) par rapport aux donne´s (36) et (37), on ve´rifie
aussi-toˆt que :
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Lemme 3.2.1. On a une e´galite´ :
CP [W−1P ]
w!

CK[W−1K ]c∗oo
v!

CI[W−1I ]a∗oo
u!

CQ[W−1Q ]
 Γ
2
!
CL[W−1L ]
 Γ
1
!
d∗
oo CJ[W−1J ]
b∗
oo
=
CP [W−1P ]
w!

CI[W−1I ]c∗○a∗oo
u!

CQ[W−1Q ]
 Γ
3
!
CJ[W−1J ]
d∗○b∗
oo
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
CP [W−1P ] c∗ // CQ[W−1Q ]
U]
Γ2∗
CK[W−1K ]
k∗
OO
a∗ // CI[W−1I ]
w∗
OO
U]
Γ1∗
CL[W−1L ]
v∗
OO
b∗
// CJ[W−1J ]
u∗
OO =
CP [W−1P ] c∗ // CQ[W−1Q ]
T\
Γ3∗
CL[W−1L ] b∗ //
k∗○v∗
OO
CJ[W−1J ]
w∗○u∗
OO
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
c’est-a`-dire
Γ3! = (d∗ ⋆ Γ1! ) ○ (Γ2! ⋆ a∗) (resp. Γ3∗ = (Γ2! ⋆ v∗) ○ (w∗ ⋆ Γ1∗)) ,
toujours que les transformations naturelles ηv et εv (resp. ηa et εa) soient inverses l’une de l’autre,
c’est-a`-dire s’ils ve´rifient les identite´s triangulaires.
§3.2.1. Conside´rons un foncteur pleinement fide`le u ∶ I // J et remarquons que pour tout
objet a de I on a une e´galite´ de transformations naturelles :
(38)
I ∣ua
  ΓpI ∣ua

π ∣ua // I
~ idid

id // I
u

e
a
// I
u
// J
=
I ∣ua
  Γ ∣uapI ∣ua

π ∣ua // I
u

e
ua
// J
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
ua ∣ I
~ Γua ∣π

pua ∣I // e
a

I
~ idid

id // I
u

I
u
// J
=
ua ∣ I
~ ua ∣Γua ∣π

pua ∣I // e
ua

I
u
// J
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
ou` la transformation naturelle :
(39)
I ∣ua
  ΓpI ∣ua

π ∣ua // I
id

e
a
// I
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
ua ∣ I
} Γ
pua ∣ I //
ua ∣π

e
a

I
id
// I
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
est de´finie dans un objet (c,α) de la cate´gorie I ∣ua, comme le seul morphisme de I dont son image
par u est e´gale a` α.
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Si C est une cate´gorie munie d’une famille distingue´e de morphismes W, on ve´rifie que toute
conjugue´e a` gauche (resp. a` droite) :
(40)
CI ∣ua[W−1I ∣ua]
hocolimI ∣ua

CI[W−1I ]
id

(π ∣ua)∗oo
C[W−1]

Γ!
CI[W−1I ]
ua∗
oo
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
Cua ∣ I[W−1I ∣ua] holimua ∣I // C[W−1]
U]
Γ∗
CI[W−1I ]
(b ∣π)∗
OO
id
// CI[W−1I ]
ua∗
OO
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
de la transformation naturelle qu’on de´duit de (39) :
(41)
CI ∣ua[W−1I ∣ua]

 Γ
CI[W−1I ](π ∣ua)
∗
oo
C[W−1]
(pI ∣ua)∗
OO
CI[W−1I ]
ua∗
oo
id
OO
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
Cua ∣ I[W−1ua ∣ I]

 Γ
C[W−1](pua ∣ I)∗oo
CI[W−1I ]
(ua ∣π)∗
OO
CI[W−1I ]idoo
ua∗
OO
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
est un isomorphismes.
En effet, cela se suit alors du Lemme 3.1.1 parce que le conjugue´e a` gauche de (41) par rapport
aux adjonctions :
C[W−1] ⊥
(pI ∣ua)∗
99
(a,idua)∗
yy
CI ∣ua[W−1I ∣ua] et CI[W−1I ] ⊥
id
99
id
yy
CI[W−1I ]
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp. C[W−1] ⊥
(pI ∣ua)∗
%%
(a,idua)∗
ee C
I ∣ua[W−1I ∣ua] et CI[W−1I ] ⊥
id
%%
id
ee C
I[W−1I ]
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
et aux transformations naturelles :
(a, idua)∗ ○ (pI ∣ua)∗ id +3 id et id id +3 id ○ id
(resp. (a, idua)∗ ○ (pI ∣ua)∗ id +3 id et id id +3 id ○ id )
est la transformation naturelle identite´ du foncteur u ∶ CI[W−1I ] a∗ // C[W−1] .
Donc d’apre`s l’e´galite´ des transformations naturelles (38) et selon les e´nonce´s Lemme 3.2.1,
Lemme 2.1.1 et Proposition 3.1.3, on en conclut que toutes les transformations conjugue´es a` gauche
(resp. a` droite) de la transformation naturelle :
CI[W−1I ]
	 id
CI[W−1I ]idoo
CI[W−1I ]
id
OO
CI[W−1I ]
u∗
oo
u∗
OO
sont d’isomorphismes.
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En particulier :
Corollaire 3.2.2. Soit C une cate´gorie de mode`les et u ∶ I // J un foncteur pleinement
fide`le entre petites cate´gories directes (resp. inverses), si u! (resp. u∗) est un foncteur extension de
Kan homotopique a` gauche (resp. a` droite) le long de u (par rapport aux e´quivalences faibles W de
C) :
CJ[W−1J ]
u∗
66
⊥ CI[W−1I ]
u!
uu
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
resp. CJ[W−1J ]
u∗
))
⊥ CI[W−1I ]
u∗
hh
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
,
alors u! (resp. u∗) est aussi un foncteur pleinement fide`le.
Montrons aussi :
Corollaire 3.2.3. Soit C une cate´gorie de mode`les, u ∶ I // J un foncteur pleinement fide`le
entre petites cate´gories directes (resp. inverses) et u! (resp. u∗) un foncteur extension de Kan ho-
motopique a` gauche (resp. a` droite) le long de u (par rapport aux e´quivalences faibles W de C) :
CJ[W−1J ]
u∗
66
⊥ CI[W−1I ]
u!
uu
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
resp. CJ[W−1J ]
u∗
))
⊥ CI[W−1I ]
u∗
hh
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
.
Si Y est un J-diagramme de C alors Y appartient a` l’image essentielle du foncteur u! (resp. u∗)
si et seulement si, pour toute counite´ ǫ (resp. toute unite´ η) de l’adjonction u! ⊣ u∗ (resp. u∗ ⊣ u∗)
et tout objet x de J qui n’appartient pas a` l’image de u le morphisme :
(42) (u! ○ u∗(Y))x (ǫY)x // Yx
⎛
⎝resp. Yx
(ηY)x // (u∗ ○ u∗(Y))x
⎞
⎠ ,
est un isomorphisme de C[W−1].
De´monstration. Si id
η +3 u∗ ○ u! et u! ○ u∗
ε +3 id (resp. id η +3 u∗ ○ u∗ et u∗ ○ u∗ ε +3 id )
sont une unite´ et une counite´ respectivement de l’adjonction u! ⊣ u∗ (resp. u∗ ⊣ u∗) ve´rifiant les
identite´s triangulaires, pour tout I-diagramme X de C et tout objet a de I on a que le morphisme :
(43) Xa
(ηX)a // u∗ ○ u!(X)a ⎛⎝resp. u! ○ u∗(X)a (εX)a // Xa
⎞
⎠
est un isomorphisme de C[W−1] parce que d’apre`s le Corollaire 3.2.2 les foncteurs u! et u∗ sont
pleinement fide`le.
D’un autre coˆte´, on note que si x est un objet de J tel que x = u(a) pour certain objet a de I,
le morphisme (42) prend la forme :
u∗(u! ○ u∗(Y))a u
∗(ǫY)a // u∗(Y)a ⎛⎝resp. u∗(Y)a
u∗(ηY)a// u∗(u∗ ○ u∗(Y))a
⎞
⎠ ;
et il est donc un isomorphisme car il est l’inverse a` gauche (resp. a` droite) de l’isomorphisme (43)
ou` X = u∗Y. 
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§3.2.2. Montrons l’e´nonce´ suivant :
Corollaire 3.2.4. Si C est une cate´gorie de mode`les et I
u // J est un foncteur entre petites
cate´gories lesquelles sont directes et inverses, alors les conditions qui suit sont e´quivalentes :
(i) Toute conjugue´e a` gauche u! ○ p∗I +3 p
∗
J (resp. a` droite p∗J +3 u∗ ○ p∗I ) de la transfor-
mation naturelle identite´ p∗I ○ id
∗ +3 u∗ ○ p∗J est un isomorphismes.
(ii) Toute conjugue´e a` droite holim
J
+3 holim
I
○ u∗ (resp. a` gauche hocolim
I
○ u∗ +3 hocolim
J
)
de la transformation naturelle identite´ p∗I ○ id
∗ +3 u∗ ○ p∗J (resp. u∗ ○ p∗J +3 p∗I ○ id∗ )
est un isomorphismes.
(iii) Si b est un objet quelconque de J et hocolim
I ∣ b
(resp. holim
I ∣ b
) est un adjoint a` gauche de p∗I ∣ b
(resp. a` droite de p∗b ∣ I) toute counite´ (resp. toute unite´) :
hocolim
I ∣ b
○ p∗I ∣ b +3 idC[W−1] (resp. idC[W−1] +3 holim
b ∣ I
○ p∗b ∣ I )
est un isomorphisme.
(iv) Si b est un objet quelconque de J le foncteur :
C[W−1] p∗I ∣b // CI ∣ b[W−1I ∣ b] (resp. C[W−1] p
∗
b ∣I // Cb ∣ I[W−1b ∣ I] )
est pleinement fide`le pour tout objet b de J .
Plus encore la condition (iv) se ve´rifie si on suppose un des deux e´nonce´s :
1. Le foncteur I
u // J admet un adjoint a` droite u ⊣ v (resp. un adjoint a` gauche v ⊣ u).
2. Les cate´gories I et J admettent un objet initial (resp. final) pre´serve´ par le foncteur
I
u // J .
De´monstration. Les conditions (i) et (ii) sont e´quivalentes d’apre`s le Lemme 3.1.2 et les
conditions (iii) et (iv) sont e´quivalentes par des proprie´te´s des adjonctions.
D’un autre coˆte´ si b est un objet quelconque de J conside´rons l’e´galite´ suivante entre transfor-
mations naturelles :
I ∣ b
 Γ ∣ bpI ∣b

π ∣ b // I
~ id
u

pI // e
id

e
b
// J
pJ
// e
=
I ∣ b
  idpI ∣b

pI ∣b // e
id

e
id
// e
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
b ∣ I
} b ∣Γb ∣π

pb ∣I // e
b

I
~ idpI

u // J
pJ

e
id
// e
=
b ∣ I
} idpb ∣I

pb ∣I // e
id

e
id
// e
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
On de´duit que (i)⇔(iii) de la Proposition 3.1.3 et les Lemmes 3.2.1 et 2.1.1.
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Enfin remarquons que si on suppose un des deux conditions 1. ou 2. de l’e´nonce´ du Corollaire,
alors le foncteur pI ∣ b (resp. pb ∣ I) admet un adjoint a` droite (resp. a` gauche) pleinement fide`le. Donc
le foncteur p∗I ∣ b (resp. p∗b ∣ I) est pleinement fide`le d’apre`s le Lemme 2.1.3. 
4. Carre´s homotopiquement (co)carte´siens
§4.1. Soit C une cate´gorie de mode`les. On conside`re la petite cate´gorie engendre´e par le dia-
gramme :
 =
a //

b

d // c
,
soumis a` la relation qu’identifie les deux fle`ches de a vers c ; autrement dit, la donne´e d’un -
diagramme X dans C e´quivaut a` la donne´e d’un carre´ commutatif dans C :
(44) X =
Xa //

Xb

Xd // Xc .
Si on conside`re la sous-cate´gorie suivante de  :
⌜ =
a //

b a //

b

  q⌜ //
d d // c
⎛⎜⎝resp. ⌟ =
b

a //

b

  q⌟ //
d // c d // c
⎞⎟⎠ ;
on de´duit facilement du Corollaire 2.2.2, l’existence d’une adjonction :
C
⌜[W−1⌜ ] ⊥
q⌜ !
##
q∗⌜
cc C
[W−1

]
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
resp. C⌟[W−1⌟ ] ⊥
q∗⌟
;;
q⌟∗
{{
C
[W−1

]
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
.
E´tant donne´ un carre´ commutatif (44) comme ci-dessus, on dit que X est un carre´ homotopique-
ment cocarte´sien (resp. homotopiquement carte´sien) si la valeur en X d’une counite´ q⌜ ! q
∗
⌜
ε +3 id
(resp. de l’unite´ id η +3 q∗⌟ q⌟ ∗ ) de l’adjonction q⌜ ! ⊣ q∗⌜ (resp. q∗⌟ ⊣ q⌟ ∗ ) :
q⌜ ! q
∗
⌜(X) εX // X ( resp. X ηX // q⌟∗ q∗⌟(X) ) .
est un isomorphisme dans la cate´gorie C[W−1

].
Pour donner une de´finition e´quivalente conside´rons la transformation naturelle :
(45)
C⌜[W−1⌜ ]
 Φ
C[W−1

]
q∗⌜oo
c∗zz
C[W−1]
p∗⌜
dd
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
C⌟[W−1⌟ ] C[W−1 ]
q∗⌟oo
a∗zz
KS
Ψ
C[W−1]
p∗⌞
dd
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
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induite par la transformation naturelle canonique :
(46)
⌜
p⌜   
  q⌜ //
 Φ

e
c
>>
⎛⎜⎜⎜⎝
resp.
⌟
p⌟   
  q⌟ // 
KS
Ψ
e
a
>>
⎞⎟⎟⎟⎠
;
et prenons un foncteur adjoint a` gauche (resp. a` droite) de p∗⌜ (resp. p∗⌟ ) :
C⌜[W−1⌜ ] hocolim⌜ // C[W−1] ( resp. C⌟[W−1⌟ ] holim⌟ // C[W−1] ) ,
lequel existe graˆce au Corollaire 2.2.2, et qu’on appelle un (ou le) foncteur somme amalgame´e
homotopique (resp. produit fibre´ homotopique) de C.
Lemme 4.1.1. Soit C une cate´gorie de mode`les. Si X est un carre´ commutatif de C :
X =
Xa //

Xb

Xd // Xc ,
les e´nonce´s suivants sont e´quivalents :
(i) X est un carre´ homotopiquement cocarte´sien (resp. homotopiquement carte´sien), i.e. le
morphisme canonique :
q⌜ ! q
∗
⌜(X) εX // X ( resp. X ηX // q⌟∗ q∗⌟(X) ) ,
est un isomorphisme de la cate´gorie C[W−1

].
(ii) X est isomorphe a` un objet dans l’image du foncteur q⌜ ! (resp. q⌟∗).
(iii) Le morphisme canonique :
q⌜ ! q
∗
⌜(X)c (εX)c // Xc ( resp. Xa (ηX)a // q⌟∗ q∗⌟(X)a ) ,
est un isomorphisme de la cate´gorie C[W−1].
(iv) Le morphisme suivant :
hocolim⌜(q∗⌜(X)) hocolim⌜(ΦX) // hocolim⌜(p∗⌜ (Xc))
( resp. holim⌟(p∗⌟ (Xa)) holim⌟(ΦX) // holim⌟(q∗⌟(X)) ) ,
est un isomorphisme de la cate´gorie homotopique de C.
(v) Le morphisme suivant :
(47) hocolim⌜(q∗⌜(X)) // Xc (resp. Xa // holim⌟(q∗⌟(X)) ) ,
obtenu du morphisme q∗⌜ (X) ΦX // p∗⌜ (Xc) (resp. p∗⌟ (Xa) ΨX // q∗⌟ (X) ) par ad-
jonction, est un isomorphisme de la cate´gorie homotopique de C.
De´monstration. D’apre`s le Corollaire 3.2.2 le foncteur q⌜ ! (resp. q⌟∗) est pleinement fide`le,
car q⌜ (resp. q⌟) l’est. Alors les e´nonce´s (i) et (ii) sont e´quivalents graˆce a` un argument ge´ne´ral
concernant les adjonctions.
On ve´rifie que les e´nonce´s (ii) et (iii) sont e´quivalents d’apre`s le Corollaire 3.2.3.
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Remarquons maintenant que d’apre`s le Lemme 2.1.3, vu que ⌜ (resp. ⌟) admet un objet initial
(resp. final), pour tout objet A de C la counite´ de l’adjonction hocolim⌜ ⊣ p∗⌜ (resp. l’unite´ de
p∗⌟ ⊣ holim⌟) :
hocolim⌜(p∗⌜A) // A (resp. A // holim⌟(p∗⌟A) ) ,
est un isomorphisme. Donc, les e´nonce´s (iv) et (v) sont e´quivalents.
Montrons finalement (iii)⇐⇒ (v) dans le cas qui concerne la cate´gorie ⌜. Pour cela remarquons
que les carre´s exte´rieurs des diagrammes suivants sont e´gaux :
(48)
⌜ ∣ c
=p⌜ ∣ c

π ∣ c // ⌜
{ Φp⌜

q⌜ // 
id

e
id
// e
c
// 
et
⌜ ∣ c
| Γ ∣ cp⌜ ∣c

π ∣ c // ⌜
q⌜

q⌜ //
=

id

e
c
// 
id
// 
;
ce qui permet de voir que le morphisme hocolim⌜(q∗⌜(X)) // Xc de l’e´nonce´ (v) qu’on construit
a` partir de la transformation naturelle Φ, s’inse`re dans un carre´ commutatif de la cate´gorie C[W−1] :
(49)
hocolim⌜ ∣ c(π ∣ c∗ q∗⌜X) //
(Γ ∣ c)X

hocolim⌜(q∗⌜X)

q⌜ ! q
∗
⌜(X)c (εX)c // Xc .
Enfin, il re´sulte que le morphisme de la ligne supe´rieure de (49) est un isomorphisme parce que
π ∣ c est un isomorphisme de cate´gories, et que (Γ ∣ c)X l’est aussi d’apre`s la Proposition 3.1.3. Donc,
(iii)⇐⇒ (v). 
§4.2. L’e´nonce´ suivant est imme´diat avec la de´finition du paragraphe pre´ce´dent.
Lemme 4.2.1. Soit C une cate´gorie de mode`les. On conside`re un morphisme de -diagrammes
X
F // X′ de C, tel que q∗⌜(X) q
∗
⌜F // q∗⌜(X′) (resp. q∗⌟(X) q
∗
⌟F // q∗⌟(X′) ) soit un isomorphisme
dans C⌜[W−1⌜ ] (resp. C⌟[W−1⌟ ]) ; autrement dit, on a un cube :
(50) X ′a
//

X ′b

Xa
Fa
88
//

Xb

Fb
88
X ′d
// X ′c ,
Xd //
Fd
88
Xc
Fc
88
dont les faces sont des carre´s commutatifs de C, et les morphismes Fa, Fb et Fd (resp. Fb, Fc et Fd)
d’e´quivalences faibles de C.
Alors, si X est un carre´ homotopiquement cocarte´sien (resp. homotopiquement carte´sien), il en
est de meˆme pour X′, si et seulement si F est un isomorphisme dans C[W−1

], i.e. si et seulement
si le morphisme Fc (resp. Fa) est une e´quivalence faible de C.
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Le Lemme qui suit donne des conditions suffisants pour qu’un carre´ cocarte´sien (resp. carte´sien)
soit homotopiquement cocarte´sien (resp. homotopiquement carte´sien).
Lemme 4.2.2. Soit C une cate´gorie de mode`les. On conside`re un carre´ commutatif de C :
(51) X =
Xa
f //

Xb
g

Xd // Xc .
Alors, si X est un carre´ cocarte´sien (resp. carte´sien), pour que X soit homotopiquement co-
carte´sien (carte´sien) il suffit que les sommets de X soient des objets cofibrants (resp. fibrants), et
que la fle`che f soit une cofibration (resp. g soit une fibration) 4.
De´monstration. Esquissons une preuve dans le cas de carre´s cocarte´siens. Pour commencer
on conside`re la cate´gorie de Reedy (⌜,⌜+,⌜−, λ), ou` λ ∶ {a, b, d} // N est la fonction de´finie par
λ(d) = 0, λ(a) = 1 et λ(b) = 2, et ⌜+ ν+ // ⌜ (resp. ⌜− ν− // ⌜ ) est la sous-cate´gorie de ⌜ engendre´e
par le morphisme f (resp. g).
Si on munie C⌜ de la structure de cate´gorie de mode`les de la Proposition 2.2.1, on montre qu’un
⌜-diagramme X̃ =
Xa
f //

Xb
Xd
de C est cofibrant, si et seulement si les sommets Xa, Xb, et Xd
sont des objets cofibrants et le morphisme f est une cofibration de C.
L’e´nonce´ qu’on veut montrer est alors une conse´quence de la proprie´te´ (iii) du Corollaire 4.1.1.

Montrons maintenant :
Lemme 4.2.3. Soit C une cate´gorie de mode`les. On conside`re un carre´ commutatif de C :
X =
Xa
f //
g′

Xb
g

Xd
f ′
// Xc
.
(i) Si X est homotopiquement cocarte´sien (resp. homotopiquement carte´sien), alors :
X′ =
Xa
g′ //
f

Xd
f ′

Xb g
// Xc
l’est aussi.
(ii) Si f et f ′ sont des e´quivalences faibles, alors X est homotopiquement carte´sien et homo-
topiquement cocarte´sien.
4. Voir aussi §10 de [DS95].
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De´monstration. On va montrer la partie des e´nonce´s qui correspond aux carre´s homotopi-
quement cocarte´siens.
Pour ve´rifier (i) conside´rons l’isomorphisme de cate´gories 
θ //  , qui e´change les objets c
et b, et laisse invariants a et d. Soit θ⌜ la restriction de θ a` la sous-cate´gorie ⌜ de .
Dans le carre´ commutatif :
C⌜[W−1⌜ ]
θ∗⌜ ≅

C[W−1

]q∗⌜oo
θ∗
≅

C⌜[W−1⌜ ] C[W−1 ] ,
q∗⌜
oo
les foncteur θ∗⌜ et θ
∗

sont des isomorphismes ; donc, on a un carre´ commutatif a` isomorphisme pre`s :
C⌜[W−1⌜ ]
θ∗⌜ ≅

Lq⌜ ! // C[W−1

]
θ∗
≅

C⌜[W−1⌜ ] Lq⌜ ! // C[W−1 ] .
Puisque X′ = θ∗

(X), on de´duit que X est isomorphe a` un objet dans l’image du foncteur q⌜ !, si
et seulement si il en est de meˆme pour X′. Le re´sultat de´sire´ est alors une conse´quence du Lemme
4.1.1.
Pour montrer l’e´nonce´ (ii), on va construire une e´quivalence faible argument par argument
de -diagrammes F ∶ X̃ // X , tel que le carre´ source X̃ soit homotopiquement cocarte´sien. Le
morphisme sera donne´ par un cube :
(52) Xa
f //

Xb

QXa
Fa
77
ϕ //
ψ

X ′b

Fb
55
Xd
f ′ // Xc ,
X ′d
ϕ′
//
Fd
88
X ′d ⊔
QXa
X ′b
Fc
66
construit de la fac¸on suivante : Pour commencer on prend Fa ∶ QXa
̃
// Xa , un remplacement
cofibrant de Xa ; puis, on conside`re des factorisations :
QXa
$$
ϕ ++
̃
// Xa // Xb
X ′b Fb
̃
;; et
QXa
$$
ψ
++
̃
// Xa // Xd .
X ′d Fd
̃
::
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On choisit ensuite un carre´ cocarte´sien :
(53) X̃ =
QXa //
ϕ //

ψ

X ′b
ψ′

X ′d
ϕ′
// X ′d ⊔
QXa
X ′b ,
qui par le Lemme 4.2.2 est forcement homotopiquement cocarte´sien. La proprie´te´ universelle de
la somme amalgame´e, fournit un morphisme Fc ∶ X ′d ⊔
QXa
X ′b
// Xc qui fait du cube (52) un
morphisme de -diagrammes F ∶ X̃ // X ; i.e. dont toutes les faces sont de carre´s commutatifs.
Puisque X̃ est un carre´ homotopiquement cocarte´sien, et par construction les fle`ches Fa, Fb et
Fd sont d’e´quivalences faibles, il nous reste a` ve´rifier que Fc est une e´quivalence faible.
Effectivement, remarquons par ailleurs que le morphisme ϕ de (52) est une e´quivalence faible,
puisque par hypothe`se f l’est aussi. D’autre part, du fait que dans une cate´gorie de mode`les, les
morphismes qui sont a` la fois des cofibrations et des e´quivalences faibles sont stables par cochan-
gement de base, on de´duit que la fle`che ϕ′ du carre´ (53) est en particulier une e´quivalence faible.
Enfin, vu qu’on a suppose´ que dans le cube (52) la fle`che f ′ est une e´quivalence faible ; on en de´duit
que Fc l’est aussi. 
Conside´rons finalement la petite cate´gorie engendre´e par le diagramme :
 =
a //

b

// c

f // e // d
,
soumis a` la relation qu’identifie les deux fle`ches de a vers e, les deux fle`ches de b vers d et toutes les
fle`ches de a vers d.
Il se suit que se donner un -diagrammeX de C, e´quivaut a` se donner un diagramme commutatif
de C de la forme :
(54) X =
Xa //

Xb

// Xc

Xf // Xe // Xd .
Pour 1 ≤ i ≤ 3, notons αi  //  respectivement les foncteurs d’inclusion canoniques des
sous-cate´gories :
a //

b

f // e
,
b //

c

e // d
et
a //

c

f // d
.
Lemme 4.2.4. Soit X un -diagramme de C et supposons que le carre´ α∗1(X) (resp. α∗2(X))
est homotopiquement cocarte´sien (resp. carte´sien), alors le carre´ α∗2(X) (resp. α∗1(X)) est homo-
topiquement cocarte´sien (resp. carte´sien) si et seulement si α∗3(X) est un carre´ homotopiquement
cocarte´sien (resp. carte´sien).
De´monstration. Montrons l’e´nonce´ concernant les carre´s homotopiquement cocarte´siens.
32 Elhoim Sumano
Pour commencer conside´rons les foncteurs τ1∶ I // J et τ2∶ J //  de´finis par :
a //

b // c
f
  τ1 //
a //

b

// c
f // e
  τ2 //
a //

b

// c

f // e // d
,
et notons τ3∶ I //  le compose´ τ2 ○ τ1.
Si 1 ≤ i ≤ 3 supposons qu’on s’est donne´ une adjonction (τi)! ⊣ τ∗i munie d’une counite´
εi∶ (τi)! ○ τ∗i +3 id . Vu que τ2 ○ τ1 = τ3 on sait qu’il existe un isomorphisme de foncteurs :
τ2 ! ○ τ1 !
Ψ
≅
+3 τ3 !
tel que pour tout -diagramme X de C :
(55) τ2 ! ○ τ1 ! ○ τ∗1 ○ τ
∗
2 (X)
≅Ψτ∗3 X
τ2 !(ε1τ∗
2
(X)
)
// τ2 ! ○ τ∗2 (X) ε
2
X // X
τ3 ! ○ τ∗3 (X) ε3X
44
est un diagramme commutatif de C[W−1

].
Donc pour montrer l’e´nonce´ de´sire´ il suffit de ve´rifier que pour tout -diagramme X de C le
carre´ α∗1(X) est homotopiquement cocarte´sien si et seulement si le morphisme :
(τ1)! ○ τ∗1 (τ∗2X)e
(ε1
τ∗
2
X
)e
// (τ∗2X)e
est un isomorphisme de C[W−1] (voir les Corollaires 3.2.2 et 3.2.3), et si 2 ≤ i ≤ 3 que le carre´ α∗i (X)
est homotopiquement cocarte´sien si et seulement si le morphisme :
(τi)! ○ τ∗i (X)d (ε
i
X)d // Xd
est un isomorphisme de C[W−1].
Montrons que si X est un -diagramme de C, alors le carre´ α∗1(X) est homotopiquement co-
carte´sien si et seulement si le morphisme :
(τ1)! ○ τ∗1 (τ∗2X)e
(ε1
τ∗
2
X
)e
// (τ∗2X)e
est un isomorphisme de C[W−1].
En effet, prenons le carre´ commutatif :
(56) ⌜
=q⌜

γ1 // I
τ1


β1
// J
ou` β1 et γ1 sont les seuls foncteurs tels que τ2 ○ β1 = α1 et τ2 ○ τ1 ○ γ1 = α1 ○ q⌜ respectivement, et
conside´rons une adjonction (q⌜)! ⊣ q∗⌜ munie d’une counite´ εq⌜ ∶ (q⌜)! ○ q∗⌜ +3 id .
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Si on conside`re la conjugue´e a` gauche de (56) par rapport aux transformations naturelles η1 et
εq⌜ :
(57)
C⌜[W−1⌜ ]
(q⌜)!

CI[W−1I ]
(τ1)!

γ∗1oo
C[W−1

]

(id)!
CJ[W−1J ]
β∗1
oo
ou` η1 est une unite´ de l’adjonction (τ1)! ⊣ τ∗1 telle que η1 et ε1 ve´rifient les identite´s triangulaires,
on ve´rifie sans peine que pour tout J-diagramme Y de C on a un diagramme commutatif de -
diagrammes de C :
(58)
(q⌜)! ○ γ∗1 ○ τ∗1 Y
(id!)τ∗
1
Y
// β∗1 ○ (τ1)! ○ τ∗1 Y
β∗1(ε1Y)(q⌜)! ○ q∗⌜ ○ β∗1 Y
ε
q⌜
β∗
1
Y
// β∗1Y .
Donc pour montrer que pour tout -diagramme X de C le carre´ α∗1(X) est homotopiquement
cocarte´sien si et seulement si le morphisme :
(τ1)! ○ τ∗1 (τ∗2X)e
(ε1
τ∗
2
X
)e
// (τ∗2X)e
est un isomorphisme de C[W−1], il suffit de montrer que le compose´ de la transformations (57) et
le foncteur d’e´valuation e∗∶ C[W−1

] // C[W−1] est un isomorphisme.
Ceci est une conse´quence du Lemme 3.2.1 et la Proposition 3.1.3 vu qu’on a une e´galite´ de
transformations naturelles :
⌜ ∣e
| Γ ∣ ep⌜ ∣e

π ∣ e // ⌜
=q⌜

γ1 // I
τ1

e
e
// 
β1
// J
=
⌜ ∣e
=p⌜ ∣e

γ1 ∣ e
≅
// I ∣e
pI ∣e

π ∣ e //
| Γ′ ∣ e
I
τ1

e
id
// e
e
// J
,
ou` γ1 ∣e ∶ ⌜ ∣e ≅ I ∣e est un isomorphisme de cate´gories.
Si X est un -diagramme de C, on montre de fac¸on analogue que le carre´ α∗2(X) est homoto-
piquement cocarte´sien si et seulement si le morphisme :
(τ2)! ○ τ∗2 (X)d (ε
2
X)d // Xd
est un isomorphisme de C[W−1], en conside´rant l’e´galite´ des transformations naturelles :
⌜ ∣d
| Γ ∣dp⌜ ∣d

π ∣d // ⌜
=q⌜

γ2 // J
τ2

e
d
// 
α2
// 
=
⌜ ∣d
=p⌜ ∣d

γ2 ∣d // J ∣d
pJ ∣d

π ∣d //
} Γ′ ∣d
J
τ2

e
id
// e
d
// 
,
ou` γ2 est le seul foncteur tel que τ2 ○ γ2 = α2 ○ q⌜.
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D’un ce cas il faut juste noter que le foncteur γ2 ∣d n’est pas un isomorphisme mais il admet un
adjoint a` gauche (voir (ii) et 1 du Corollaire 3.2.4).
Enfin si X est un -diagramme de C pour montrer que le carre´ α∗3(X) est homotopiquement
cocarte´sien si et seulement si le morphisme :
(τ3)! ○ τ∗3 (X)d (ε
3
X)d // Xd
est un isomorphisme de C[W−1] on conside`re l’e´galite´ des transformations naturelles :
⌜ ∣d
| Γ ∣dp⌜ ∣d

π ∣d // ⌜
=q⌜

γ3 // I
τ3

e
d
// 
α3
// 
=
⌜ ∣d
=p⌜ ∣d

γ3 ∣d // I ∣d
pI ∣d

π ∣d //
} Γ′ ∣d
I
τ3

e
id
// e
d
// 
,
ou` γ3 est le seul foncteur tel que τ3 ○γ3 = α3 ○ q⌜, en particulier on ve´rifie que γ3 ∣d admet un adjoint
a` gauche (voir (ii) et 1 du Corollaire 3.2.4). 
§4.3. Soit C une cate´gorie de mode`les. Rappelons qu’on dit que C est propre a` gauche (resp.
propre a` droite), si les e´quivalences faibles de C sont stables par cochangement de base (resp. par
changement de base) le long des cofibrations (resp. fibrations) ; autrement dit, si l’on conside`re un
carre´ cocarte´sien (resp. carte´sien) de C :
Xa
f //
g′

Xb
g

Xd
f ′
// Xc ,
tel que f soit une cofibration (resp. g soit une fibration) et g′ une e´quivalence faible (resp. f ′ une
e´quivalence faible), alors la fle`che g (resp. f) est aussi une e´quivalence faible.
Corollaire 4.3.1. Si C est une cate´gorie de mode`les propre a` gauche (resp. droite), alors un
carre´ commutatif de C :
(59) X =
Xa
f //
g′

Xb
g

Xd
f ′
// Xc ,
est homotopiquement cocarte´sien (resp. carte´sien) si et seulement s’il satisfait la proprie´te´ suivante :
CP Pour toute factorisation :
(60)
Xa
""
i ,,
f // Xb
A p
;; ;;
̃
⎛⎜⎜⎝
resp.
Xb
""
j ,,
̃
g // Xc
A q
;; ;;
⎞⎟⎟⎠
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le morphisme ϕ dans le diagramme commutatif suivant :
(61)
Xa
g′

// i //
f
&&
A

p // // Xb
g

Xd //
f ′
88Xd ⊔
Xa
A
ϕ
// Xc
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
Xa
f //
ϕ

g′
""
Xb

j

g

Xd ×
Xc
A //

A
q

Xd
f ′
// Xc
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
est une e´quivalence faible.
De´monstration. On va montrer la partie de l’e´nonce´ qui correspond aux carre´s homotopique-
ment cocarte´siens ; on ve´rifie le cas dual de fac¸on analogue.
Pour cela conside´rons un carre´ commutatif (59) de C, et une factorisation (60) du morphisme
f . On va construire a` partir de cette donne´e un diagramme commutatif :
Xa
g′

f // Xb
g

Xa // i //
g′

A

̃
p
;;
QXa


̃
::
// // C
̃
==

Xd f
′ // Xc ,
Xd // Z
ϕ
;;
B
̃
99
// W
ψ
<<
par le proce´de´ suivant : Le cube a` l’arrie`re plan est simplement le diagramme (61), ou` on note
Xd ⊔
Xa
A = Z. Ensuite, on prend un remplacement cofibrant QXa
̃
// Xa de l’objet Xa, et on
conside`re des factorisations :
QXa
%%
,,
̃
// Xa
g′ // Xd
B
̃
:: :: et
QXa
̃
//
%%
,,
Xa // A.
C
̃ ;; ;;
Enfin, on de´finit l’objet W comme e´tant la somme amalgame´e des fle`ches
QXa //

C
B
; en
particulier, on de´duit le morphisme ψ, qui est forcement une e´quivalence faible car C est propre a`
gauche (voir par exemple la Proposition 13.2.4 de [Hir03]).
On ve´rifie finalement que le carre´
QXa //

C

B // W
est un carre´ homotopiquement cocarte´sien graˆce
au lemme 4.2.2. Donc, il re´sulte du lemme 4.2.1 que X est homotopiquement cocarte´sien, si et
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seulement si le compose´ ψϕ est une e´quivalence faible, i.e. si et seulement si ϕ est une e´quivalence
faible. 
5. Foncteurs espace de lacets et suspension
§5.1. Soit C une cate´gorie de mode`les et conside´rons les foncteur suivants :
(62)
b

a //

b

e
  t //   q⌟ //
d // c d // c
et
a //

b a //

b

e
  s //   q⌜ //
d d // c
;
ou` e
t // ⌟ et e s // ⌜ de´signent respectivement les foncteurs associe´s aux objets c et a.
Supposons aussi qu’on s’est donne´ des foncteurs adjoints (ce qu’on peut faire toujours d’apre`s
le Corollaire 2.2.2) :
(63) C[W−1] ⊥
t!
%%
t∗
ee C
⌟[W−1⌟ ] ⊥
q⌟∗
99
q∗⌟
yy
C
[W−1

]
et
(64) C[W−1] ⊥
s∗
99
s∗
yy
C
⌜[W−1⌜ ] ⊥
q⌜ !
%%
q∗⌜
ee C
[W−1

].
On de´finit le foncteur espace de lacets de C (resp. le foncteur suspension de C) par rapport aux
adjonctions (63) (resp. (64)) par la formule suivante :
(65)
Ho(C) Ω( ⋅ ) // Ho(C)
X z→ (q⌟∗ t! X)a
⎛⎜⎜⎝resp.
Ho(C) Σ( ⋅ ) // Ho(C) .
X z→ (q⌜ ! s∗ X)c
⎞⎟⎟⎠ .
Remarquons que de choix diffe´rentes des adjonctions (63) (resp. (64)) de´rivent dans de foncteurs
espace des lacets (resp. foncteurs suspensions) canoniquement isomorphes. Un foncteur espace de
lacets (resp. un foncteur suspension) de la cate´gorie de mode`les C est un foncteur Ho(C) // Ho(C)
isomorphe a` un foncteur de la forme (65).
Lemme 5.1.1. Soit C une cate´gorie de mode`les et A une sous-cate´gorie pleine de C. Supposons
que on a un foncteur :
A Φ // C
Y
X
f 88 z→
Ya
//

Yb

Xa
fa 77
//

Xb

fb
77
Yd
// Yc
Xd
//
fd 77
Xc
fc
77
ve´rifiant les proprie´te´s :
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(i) Pour tout objet X de A on a que Xc =X (resp. Xa =X), les morphismes Xb // ⋆ Xdoo
sont des e´quivalences faibles et le carre´ :
Xa
//

Xb

Xd
// Xc .
est homotopiquement carte´sien (resp. homotopiquement cocarte´sien).
(ii) Pour tout morphisme f de A on a que fc = f (resp. fa = f).
Alors le foncteur :
A
Φa // C
X z→ Xa
⎛⎜⎝resp.
A
Φc // C
X z→ Xc
⎞⎟⎠
respect les e´quivalences faibles et le foncteur induit :
A[(W ∩A)−1] Φ̃a // C[W−1] (resp. A[(W ∩A)−1] Φ̃c // C[W−1] )
est isomorphe au foncteur compose´ :
A[(W ∩A)−1] // C[W−1] Ω // C[W−1] ,
(resp. A[(W ∩A)−1] // C[W−1] Σ // C[W−1] , )
ou` Ω (resp. Σ) est un foncteur espace de lacets (resp. un foncteur suspension) de C.
De´monstration. Montrons le re´sultat concernant le foncteur espace de lacets ; l’autre cas est
analogue. Pour commencer remarquons que le foncteur :
A
Φa // C
X z→ Xa
respect les e´quivalences faibles d’apre`s le Lemme 4.2.1.
D’un autre, pour montrer que le foncteur induit :
A[(W ∩A)−1] Φ̃a // C[W−1]
est isomorphe au foncteur compose´ :
A[(W ∩A)−1] // C[W−1] Ω // C[W−1]
ou` Ω est un foncteur espace de lacets de C, il se suit des proprie´te´s des cate´gories de fractions qu’il
suffit de montrer qu’on a un isomorphisme de foncteurs :
A
 _

Φa // C
γ

C
γ

C[W−1]
Ω
// C[W−1]
>Fα
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Pour de´finir α remarquons que d’apre`s la de´finition des foncteurs (62) on a pour tout objet X de
A que t∗ ○ q∗⌟ (Φ(X)) =Xc =X . On obtient par adjonction un morphisme de la cate´gorie C⌟[W−1⌟ ] :
(66) t!(X) ℓX // q∗⌟(Φ(X))
lequel selon la Proposition 3.1.3 et le Lemme 2.1.3 est un isomorphisme, parce que par hypothe`se
les morphismes Xb // ⋆ Xdoo sont des e´quivalences faibles de C et X =Xc.
D’un autre coˆte´ on a que la fle`che canonique est un isomorphisme :
(67) Φ(X) mX // q⌟∗ ○ q∗⌟ (Φ(X)) ,
parce que Φ(X) est un carre´ homotopiquement carte´sien pour tout objet X de A (voir le Lemme
4.1.1).
On de´finit l’isomorphisme αX de la cate´gorie C[W−1] par le compose´ :
Ω(X) = q⌟∗ ○ t!(X)a q⌟∗(ℓX)a // (q⌟ ! ○ q∗⌟ (Φ(X)))a (Φ(X))a =Xa .(mX)aoo
Vu que les morphismes (66) et (67) sont naturelles en X on obtient bien une transformation
naturelle α. 
Comme une application du Lemme 5.1.1 qu’on vient de montrer, remarquons que si C est une
cate´gorie de mode`les ve´rifiant la proprie´te´ que le morphisme canonique ∅ // ⋆ soit une fibration
(resp. une cofibration), par exemple si C est une cate´gorie pointe´e i.e. ∅ ≅ ⋆, alors la de´finition qu’on
a donne´e des foncteurs Ω et Σ co¨ıncide avec la de´finition plus habituelle.
En effet, si X est un objet fibrant (resp. cofibrant) de C conside´rons une factorisation :
∅
̃
++
// X
PX
;; ;;
⎛⎜⎝resp.
X
!!
++
// ⋆
CX
̃
;;
⎞⎟⎠ .
On de´duit du Lemme 4.2.2 qu’un carre´ carte´sien (resp. cocarte´sien) de C :
∅ ×
X
PX //

PX

∅ // X
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
X // //

CX

⋆ // ⋆ ⊔
X
CX
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
est un carre´ homotopiquement carte´sien (resp. cocarte´sien) vu que par hypothe`se ∅ est un objet
fibrant (resp. ⋆ est un objet cofibrant) de C.
Si Cfib (resp. Ccofib) note la sous-cate´gorie pleine de C dont les objets sont les objets fibrants
(resp. cofibrants) on peut de´finir par cette proce´dure un foncteur :
(68)
Cfib // Cfib
X z→ ∅ ×
X
PX
⎛
⎝resp.
Ccofib // Ccofib
X z→ ⋆ ⊔
X
CX
⎞
⎠
qui respect les e´quivalences faibles. D’apre`s le Lemme 5.1.1 le foncteur induit :
Ho(C) ≅ Cfib[W−1] // Cfib[W−1] ≅Ho(C)
(resp. Ho(C) ≅ Ccofib[W−1] // Ccofib[W−1] ≅Ho(C) )
est un foncteur espace de lacets (resp. suspension) de C.
Montrons :
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Lemme 5.1.2. Supposons que on a une adjonction de Quillen :
C ⊥
G
99
F
yy
D .
entre cate´gorie de mode`les pointe´es i.e. telles que le morphisme canonique ∅ // ⋆ soit un isomor-
phisme. Alors si ΩC et ΩD (resp. ΣC et ΣD) sont de foncteurs espaces de lacets (resp. de foncteurs
suspension) de C et D respectivement, le carre´ suivant commute a´ isomorphisme pre`s :
Ho(C) RG //
≅ΩC

Ho(D)
ΩD

Ho(C)
RG
// Ho(D)
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
Ho(C)
≅ΣC

Ho(D)
ΣD

LFoo
Ho(C) Ho(D)
LF
oo
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
ou` RG (resp. LF ) est un foncteur de´rive´ total a` droite de G (resp. a` gauche de F ).
De´monstration. Montrons le re´sultat concernant les foncteurs espaces de lacets ; le cas des
foncteurs suspension est analogue. Pour cela on va construire une transformation naturelle :
(69)
Cfib
G //
 α(68)

Dfib
(68)

Cfib
G
// Dfib
telle que αX soit une e´quivalence faible de D pour tout objet fibrant X de C.
Remarquons que si on se donne de factorisations fonctorielles dans C et D :
X z→
⎛⎜⎜⎝
∅C
≀
**
// X
P CX
:: ::
⎞⎟⎟⎠
et A z→
⎛⎜⎜⎝
∅D
≀
++
// X
PDA
:: ::
⎞⎟⎟⎠
respectivement, ainsi que des foncteurs produits fibre´s :
⎛⎜⎝
C

A // B
⎞⎟⎠ z→
⎛⎜⎜⎝
A×
B
C //

C

A // B
⎞⎟⎟⎠
;
alors l’image d’un objet fibrant X de C par le foncteur compose´ G ○ (68) est l’objet G(∅C ×
X
P CX)
dans le carre´ carte´sien :
(70) G(∅C ×
X
P CX) //

G(P CX)

G(∅C) // GX
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et l’image de X par le compose´ (68) ○G est l’objet ∅D ×
GX
PD(GX) dans le carre´ carte´sien :
(71) ∅D ×
GX
PD(GX) //

PD(GX)

∅D // GX .
On de´finit le morphisme αX en comple´tant le morphisme de carre´s carte´siens :
G(∅C ×
X
P CX) //

G(P CX)

∅D ×
GX
PD(GX)
αX 44
//

PD(GX)

66
G(∅C) // GX
∅D //
33
GX
ou` ∅D // G(∅C) est le seul morphisme possible (lequel est un isomorphisme d’apre`s les hy-
pothe`ses) et PD(GX) // G(P CX) est le compose´ :
PD(GX) // ⋆D ≅ ∅D // G(P CX)
(lequel est une e´quivalence faible de D).
Il se suit que αX ainsi de´fini est une e´quivalence faible de D parce que les carre´s (70) et (71)
sont en fait des carre´s homotopiquement carte´siens. 
Remarquons aussi :
Proposition 5.1.3. Soit C est une cate´gorie de mode`les pointe´e, i.e. telle que le morphisme
canonique ∅ // ⋆ soit un isomorphisme. Alors si Ω et Σ sont un foncteur espace de lacets et un
foncteur suspension de C, on a un adjonction :
Ho(C) ⊥
Ω
99
Σ
yy
Ho(C) .
De´monstration. Conside´rons de foncteurs Ω et Σ de´finis a` partir des adjonctions (63) et (64).
Si X et Y sont des objets de C remarquons que par adjonction on a d’isomorphismes naturels :
HomC⌟[W−1⌟ ](q∗⌟ q⌜ ! s∗ X , t! Y ) ≅ HomC[W−1 ](q⌜ ! s∗ X , q⌟∗ t! Y )
≅ HomC⌜[W−1⌜ ](s∗ X , q∗⌜ q⌟∗ t! Y ) .
D’un autre part, les e´galite´s :
Σ X = t∗ q∗⌟ q⌜ ! s∗ X et s
∗ q∗⌜ q⌟∗ t! Y = Ω Y ;
induisent par adjonction des morphismes :
t! ΣX // q∗⌟ q⌜ ! s∗ X et q
∗
⌜ q⌟∗ t! Y
// s∗ Ω Y ,
lesquels sont des isomorphismes d’apre`s la Proposition 3.1.3 et le Lemme 2.1.3, vu que par hypothe`se
⋆ ≅ ∅.
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On obtient ainsi que :
HomC⌟[W−1⌟ ](t! Σ X , t! Y ) ≅ HomC⌜[W−1⌜ ](s∗ X , s∗ Ω Y ) .
Donc, Σ est adjoint a` gauche de Ω, parce que les foncteurs t! et s∗ sont pleinement fide`les d’apre`s
le Lemme 3.2.2. 
6. Les K-groupes des cate´gories mode`les
§6.1. Si p ≥ 0 posons ⌟p pour noter la sous-cate´gorie pleine de la cate´gorie produit Z × Z
engendre´e par les fle`ches du diagramme :
(72)
(p,p)OO
(1,1) // // (np,1)
OO
(0,0) // (1,0)
OO
// // (p,0)
OO
.
Remarquons qu’on a un foncteur :
(73) ∆
⌟? // cat
[p] z→ ⌟p
de´fini dans une fle`che [p] f // [p′] de ∆ par le foncteur :
⌟p
⌟f // ⌟p′
(i, j) z→ (f(i), f(j)) ;
donc on obtient un foncteur :
(74) ∆op // cat
[p] z→ C⌟p
pour toute cate´gorie C.
Si p ≥ 0 et C est une cate´gorie de mode`les munie d’un objet nul 0 fixe et d’une famille distingue´e
A d’objets de C contenant l’objet 0, un (p − 1)-triangle a` gauche (resp. a` droite) X de C (a` valeurs
dans A) est par de´finition un ⌟p-diagramme X de C :
⌟q
X // CA
(i, j) z→ Xi,j
ve´rifiant les proprie´te´s suivantes :
(i) Xi,j appartient a` A pour tout objet (i, j) de ⌟p i.e. toujours que 0 ≤ j ≤ i ≤ p.
(ii) Xk,k = 0 pour tout 0 ≤ k ≤ p.
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(iii) Si 0 ≤m < k ≤ p − 1 le carre´ de C :
Xk,m+1 // Xk+1,m+1
Xk,m
OO
// Xk+1,m
OO
induit par le foncteur X est homotopiquement cocarte´sien (resp. homotopiquement carte´sien).
Il se suit de la de´finition qu’il y a un seul (−1)-triangles a` gauche (resp. a` droite) de C qu’on
identifie avec l’objet 0. D’un autre, se donner un 0-triangle a` gauche (resp. a` droite) de C
0
0 // X
OO
e´quivaut a` se donner un objet X de C appartenant a` la famille A ; et se donner un 1-triangle a`
gauche (resp. a` droite) :
0
0 // Z
OO
0 // X //
OO
Y
OO ,
e´quivaut a` se donner une suite de morphismes de C :
0 // X
f // Y
g // Z // 0
telle que les objets X , Y et Z appartient a` A et :
0 // Z
X
f
//
OO
Y
g
OO
.
soit un carre´ homotopiquement cocarte´sien (resp. homotopiquement carte´sien) de C.
Si p ≥ 0 on note sgp(C,A) (resp. sdp(C,A)) l’ensemble des (p − 1)-triangles a` gauche (resp. a`
droite) de C a` valeurs dans A, et Sgp(C,A) (resp. Sdp(C,A)) la sous-cate´gorie pleine de la cate´gorie
des diagrammes C⌟p dont l’ensemble d’objets est sgp(C,A) (resp. sdp(C,A)).
Posons aussi WSgp(C,A) (resp. WSdp(C,A)) pour noter la sous-cate´gorie de Sgp(C,A) (resp.
Sdp(C,A)) du meˆme ensemble d’objets dont les morphismes sont les morphismes de ⌟p-diagrammes
qui sont des e´quivalences faibles argument par argument.
Remarquons que d’apre`s le Lemme 4.2.4 le foncteur (74) induit des foncteurs :
(75)
∆op
sg● (C,A) // Ens
[p] z→ sgp(C,A)
⎛⎜⎜⎝
resp.
∆op
sd● (C,A) // Ens
[p] z→ sdp(C,A)
⎞⎟⎟⎠
,
(76)
∆op
Sg● (C,A) // cat
[p] z→ Sgp(C,A)
⎛⎜⎜⎝resp.
∆op
Sd● (C,A) // cat
[p] z→ Sdp(C,A)
⎞⎟⎟⎠
et
(77)
∆op
WSg● (C,A) // cat
[p] z→ WSgp(C,A)
⎛⎜⎜⎝resp.
∆op
WSd● (C,A) // cat
[p] z→ WSdp(C,A)
⎞⎟⎟⎠ .
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Si n ≥ 0 et C est une cate´gorie de mode`les munie d’un objet nul 0 fixe et d’une famille distingue´e
A d’objets de C contenant l’objet 0, le n-e`me K-groupe de Kan (a` gauche) de (C,A,0) est par
de´finition la classe de l’ensemble simplicial re´duit :
∆op
sg● (C,A) // Ens
[p] z→ sgp(C,A)
dans l’ensemble des classes a` isomorphismes pre`s des objets de la cate´gorie homotopique Hon+1( ∆̂ 0)
des (n + 1)-groupes de Kan (voir apre`s le Corollaire 10.2.7).
Le n-e`me K-groupe de Segal (a` gauche) de (C,A,0) est la classe de l’ensemble bisimplicial :
(∆ ×∆)op // Ens
([p], [q]) z→ Hom∆̂ ([p],WSgq(C,A))
dans l’ensemble des classes a` isomorphismes pre`s des objets de la cate´gorie homotopique Hon+1(MS)
des (n + 1)-groupes de Segal (voir autour des e´quivalences (227) et (228)).
Proposition 6.1.1. Si n ≥ 0 et C est une cate´gorie de mode`les munie d’un objet nul 0 fixe et
d’une famille distingue´e A d’objets de C contenant l’objet 0, le n-ie`me K-groupe de Kan de (C,A,0)
est e´gale a` la classe de l’ensemble simplicial re´duit :
∆op // Ens
[p] z→ Hom ∆̂ ([p],WSgp(C,A))
dans l’ensemble des classes a` isomorphismes pre`s des objets de la cate´gorie homotopique Hon+1( ∆̂ 0)
des (n + 1)-groupes de Kan.
En particulier les e´quivalences de cate´gories :
Hon+1(MS)
R( ⋅ )0,●
;;≃
Lp∗
{{
Hon+1( ∆̂ 0) et Hon+1(MS)
Ldiag
;;≃
Rr
{{
Hon+1( ∆̂ 0)
(voir (227) et (228)) identifient les n-ie`mes K-groupes de Kan et de Segal de (C,A,0).
De´monstration. On va montrer en suivant Waldhausen (voir par exemple §2.3 de [DGM12])
que les ensembles simpliciaux diagonaux des ensembles bisimpliciaux :
(∆ ×∆)op // Ens
([p], [q]) z→ sgq(C,A)
et
(∆ ×∆)op // Ens
([p], [q]) z→ Hom∆̂ ([p],WSgq(C,A))
c’est-a`-dire les ensembles simpliciaux re´duits :
∆op // Ens
[p] z→ sgp(C,A) , et
∆op // Ens
[p] z→ Hom∆̂ ([p],WSgp(C,A))
induisent la meˆme classe dans l’ensemble des classes a` isomorphismes pre`s des objets de la cate´gorie
homotopique Ho∞( ∆̂ 0) des ∞-groupes de Kan,
Remarquons pour commencer que si CA note la sous-cate´gorie pleine de C dont les objets sont
les e´le´ments de A, alors l’ensemble simplicial sg●(C,A) est isomorphe au sous-ensemble simplicial K
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de l’ensemble simplicial :
(78) ∆op // Ens
[q] z→ {Foncteurs de ⌟q vers CA }
de´fini dans chaque q ≥ 0 par l’ensemble Kq des foncteurs :
⌟q
X // CA
(i, j) z→ Xi,j
tels que :
(i) Xi,i = 0 pour tout 0 ≤ i ≤ q.
(ii) Si 0 ≤m < k ≤ q − 1 le carre´ :
Xk,m+1 // Xk+1,m+1
Xk,m
OO
// Xk+1,m
OO
induit par le foncteur X est homotopiquement cocarte´sien.
D’un autre coˆte´ si p ≥ 0 posons pCA pour noter la sous-cate´gorie pleine de la cate´gorie des
foncteurs C[p] dont les objets sont les e´le´ments de l’ensemble :
{ A0 f1→ ⋯ fp→ Ap ∣ Aℓ ∈ A et f ℓ ∈ W } ,
alors l’ensemble simplicial Hom ∆̂ ([p],WSg●(C,A)) est isomorphe au sous-ensemble simplicial L de
l’ensemble simplicial :
(79) ∆op // Ens
[q] z→ {Foncteurs de ⌟q vers pCA }
de´fini dans chaque q ≥ 0 par l’ensemble Lq des foncteurs :
(80)
⌟q
σ // pCA
(i, j) z→ σi,j = (A0i,j f
1
i,j
→ ⋯
f
p
i,j
→ Api,j)
tels que :
(iii) σi,i = (0 id→⋯ id→ 0) pour tout 0 ≤ i ≤ q.
(iv) Si 0 ≤m < k ≤ q − 1 et 0 ≤ ℓ ≤ p le carre´ induit par le foncteur σ :
Aℓk,m+1
hℓk,m+1 // Aℓk+1,m+1
Aℓk,m
vℓk,m
OO
hℓk,m
// Aℓk+1,m
vℓk+1,m
OO
est un carre´ homotopiquement cocarte´sien de C.
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Conside´rons maintenant les foncteurs :
(81)
CA
Φ // pCA
A z→ (A id→ ⋯ id→ A) et
pCA
Ψ // CA
(A0 f1→ ⋯ fp→ Ap) z→ Ap
et remarquons que Ψ ○Φ = idCA et qu’il existe une transformation naturelle :
pCA
id
))
Φ(p)○Ψ(p)
55 α pCA
de´finie dans un objet A● de pCA par le morphisme :
A●
αA●

Φ ○Ψ(A●)
=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
A0
f1 //
fp○⋯○f1

A1
f2 //
fp○⋯○f2

⋯
fp // Ap
id

Ap
id
// Ap
id
// ⋯
id
// Ap
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
On ve´rifie sans difficulte´ que les foncteurs (81) induisent des morphismes d’ensembles simpli-
ciaux :
K
Φ̃ // L et L
Ψ̃ // K
tels que Ψ̃ ○ Φ̃ = idK.
Plus encore si on note Γ∶ pCA × [1] // pCA le foncteur de´finit par la transformation naturelle
α∶ idpCA +3 Φ ○Ψ , on de´finit un morphisme d’ensembles simpliciaux H ∶ L ×∆1 // L de la fac¸on
suivante : Si q ≥ 0 et (σ,ϕ) est un q-simplexe de L ×∆1 le foncteur Hq(σ,ϕ) est le compose´ :
⌟q // ⌟q × [q] σ×ϕ // pCA × [1] Γ // pCA
(i, j) z→ ((i, j), i)
Montrons que le foncteur Hq(σ,ϕ)∶ ⌟q // pCA ainsi de´fini ve´rifie les proprie´te´s (iii) et (iv)
ci-dessus. En effet on note sans peine que Hq(σ,ϕ)i,i = (0 id→ ⋯ id→ 0) pour tout 0 ≤ i ≤ q. D’un autre
coˆte´ si 0 ≤m < k ≤ q − 1 et 0 ≤ ℓ ≤ p on ve´rifie que le carre´ de (iv) de´fini par le foncteur Hq(σ,ϕ) est
le carre´ homotopiquement cocarte´sien :
Aℓk,m+1
hℓk,m+1 // Aℓk+1,m+1
Aℓk,m
vℓk,m
OO
hℓk,m
// Aℓk+1,m
vℓk+1,m
OO
si ϕ(m + 1) = ϕ(k + 1) = 0 ,
le carre´ homotopiquement cocarte´sien (voir les Lemmes 4.2.4 et 4.2.3) :
Aℓk,m+1
f
p
k+1,m+1
○⋯○fℓ+1k+1,m+1○h
ℓ
k,m+1// Apk+1,m+1
Aℓk,m
vℓk,m
OO
f
p
k+1,m
○⋯○fℓ+1k+1,m○h
ℓ
k,m
// Apk+1,m
vp
k+1,m
OO
si 0 = ϕ(m + 1) < ϕ(k + 1) = 1
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et le carre´ homotopiquement cocarte´sien :
A
p
k,m+1
h
p
k,m+1 // Apk+1,m+1
A
p
k,m
v
p
k,m
OO
h
p
k,m
// Apk+1,m
v
p
k+1,m
OO
si ϕ(m + 1) = ϕ(k + 1) = 1 .
Enfin remarquons que si νi note le morphisme compose´ :
L ≅ L ×∆0
L×δi // L ×∆1 ,
alors on a un diagramme commutatif d’ensembles simpliciaux :
L
ν1 ++
idL
''
L ×∆1 H // L .
L
ν0
33
Φ̃○Ψ̃
77
Autrement dit, si on note par F le morphisme de l’ensemble bisimplicial :
(∆ ×∆)op // Ens
([p], [q]) z→ sgq(C,A) = Hom∆̂ ([0],WSgq(C,A))
vers l’ensemble bisimplicial :
(∆ ×∆)op // Ens
([p], [q]) z→ Hom∆̂ ([p],WSgq(C,A))
induit par les morphismes [p] // [0] , on a montre´ que Fp,● est une∞-e´quivalence faible d’ensembles
simpliciaux re´duits pour tout p ≥ 0. 
Si n ≥ 0 d’apre`s la Proposition 6.1.1 le (n + 1)-ie`me groupe d’homotopie de la re´alisation
ge´ome´trique des ensembles simpliciaux re´duits :
∆op // Ens
[p] z→ Hom ∆̂ ([p],WSgp(C,A)) et
∆op // Ens
[p] z→ sgp(C,A)
sont le meˆme e´le´ment dans l’ensemble des groupes a` isomorphisme pre`s. On appelle la classe de ce
groupe le n-ie`me K-groupe classique de (C,A,0).
§6.2. Si p ≥ 0 et C est une cate´gorie de mode`les munie d’un objet nul 0 fixe et d’une famille
distingue´e A d’objets de C contenant l’objet 0, un (p − 1)-triangle strict a` gauche (resp. a` droite)
X de C (a` valeurs dans A) est par de´finition un (p − 1)-triangle a` gauche (resp. a` droite) de C (a`
valeurs dans A) ve´rifiant les proprie´te´s :
(iv) Pour tout 1 ≤ k ≤ p − 1 et 0 ≤m ≤ p − 2, si  w // ⌟p de´signe le foncteur :
w
⎛⎜⎝
c // d
a
OO
// b
OO ⎞⎟⎠ =
(k,m+1) // (k+1,m+1)
(k,m)
OO
// (k+1,m)
OO
,
alors w∗(X) est un carre´ cocarte´sien (resp. homotopiquement carte´sien).
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(v) Pour tout 0 ≤ k ≤ p − 1 le morphisme Xk,0 // Xk+1,0 (resp. Xp,k // Xp,k+1 ) est une
cofibration (resp. une fibration). En particulier, les morphismes Xi,j // Xi′,j (resp.
Xi,j // Xi,j′ ) sont de cofibrations (resp. fibrations) si 0 ≤ i < i′ ≤ p et 0 ≤ j ≤ p−1 (resp.
si 1 ≤ i ≤ p et 0 ≤ j < j′ ≤ p) et les objets Xi,j sont cofibrants (resp. fibrants) si 0 ≤ i ≤ j ≤ p.
On poseWSgp(C,A)cart (resp.WSdp(C,A)cart) pour noter la sous-cate´gorie pleine deWSgp(C,A)(resp. WSdp(C,A)) dont les objets sont les (p − 1)-triangles stricts a` gauche (resp. a` droite) de C a`
valeurs dans A.
Il se suit aussi-toˆt que le foncteur (77) induit par restriction un foncteur :
(82)
∆op
WSg● (C,A)cart // cat
[p] z→ WSgp(C,A)cart
⎛⎜⎜⎝resp.
∆op
WSd● (C,A)cart // cat
[p] z→ WSdp(C,A)cart
⎞⎟⎟⎠ .
Proposition 6.2.1. Soit n ≥ 0 et C une cate´gorie de mode`les munie d’un objet nul 0 fixe et d’une
famille distingue´e A d’objets de C contenant l’objet 0. Si la famille d’objets A ve´rifie la proprie´te´ :
(a) A est ferme´e par des e´quivalences faibles i.e. si A
̃
// B est une e´quivalence faible de
C alors A appartient a` A si et seulement s’il en est de meˆme pour B.
le n-ie`me K-groupe de Segal (a` gauche) de (C,A,0) est la classe de l’ensemble bisimplicial :
(∆ ×∆)op // Ens
([p], [q]) z→ Hom∆̂ ([p],WSgq(C,A)cart)
dans l’ensemble des classes a` isomorphismes pre`s des objets de la cate´gorie homotopique Hon+1(MS)
des (n + 1)-groupes de Segal, et le n-ie`me K-groupe de Kan de (C,A,0) est e´gale a` la classe de
l’ensemble simplicial :
∆op // Ens
[p] z→ Hom ∆̂ ([p],WSgp(C,A)cart)
dans l’ensemble des classes a` isomorphismes pre`s des objets de la cate´gorie homotopique Hon+1( ∆̂ 0)
des (n + 1)-groupes de Kan.
De´monstration. Montrons par ailleurs que pour tout q ≥ 0 il existe un foncteur :
(83) WSgq(C,A) Φq //WSgq(C,A)
et une transformation naturelle ϑq ∶ Φq +3 id tel que Φq(X) est un (q−1)-triangle strict pour tout
(q − 1)-triangle a` gauche X de C. La preuve est par induction sur q.
On de´finit Φ0 comme e´tant le foncteur identite´ de la cate´gorie ponctuelle. D’autre part Φ1 et
ϑ1 sont de´finis a` partir d’un remplacement cofibrant fonctoriel (7).
Supposons qu’on a de´ja` de´fini Φq−1 et ϑq−1 ve´rifiant la proprie´te´ de´sire´ et conside´rons le foncteur
d’inclusion :
⌟q−1
νq // ⌟q .
(i, j) z→ (i, j)
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Si X est un q-triangle a` gauche de C :
X =
0OO
0 // // Xq+1,1
OO
0 // X1,0
OO
// // Xq+1,0
OO
,
on de´finit la restriction ν∗q (ΦqX) comme e´tant le diagramme :
Φq−1(ν∗qX) =
0OO
0 // // Aq,1
OO
0 // A1,0
OO
// // Aq,0
OO
,
et le morphisme ν∗q ((ϑq)X) comme (ϑq−1)ν∗qX.
La colonne de ΦqX et la partie du morphisme (ϑq)X qui reste a` de´crire sont de´finies de fac¸on
inductive par de cubes :
(84) Xq,k+1 //

Xq+1,k+1

Aq,k+1
Fq,k+1
66
// //

Aq+1,k+1

Fq+1,k+1
55
Xq,k // Xq+1,k ,
Aq,k // //
Fq,k
66
Aq+1,k
Fq+1,k
55
ou` 0 ≤ k ≤ q comme suit : Premie`rement on de´compose de fac¸on fonctorielle le morphisme compose´ :
Xq,k // Xq+1,k ,
Aq,k
Fq,k
77
comme une cofibration suivie d’une fibration triviale de C :
Xq+1,k ,
Aq,k // // Aq+1,k
Fq+1,k
66
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En suit on prend de fac¸on fonctorielle un carre´ cocarte´sien de C :
Aq,k+1 // //

Aq+1,k+1

,
Aq,k // // Aq+1,k
et on de´finit le morphisme Fq+1,k+1 ∶ Aq+1,k+1 // Xq+1,k+1 comme e´tant le seul morphisme tel que
(84) est un cube dont toutes les faces sont commutatives. En particulier Fq+1,k−1 est une e´quivalence
faible d’apre`s le Lemmes 4.2.1 et 4.2.2.
Remarquons d’un autre coˆte´ que si on pose :
WSgq(C,A)cart   Ψq //WSgq(C,A) ,
pour noter le foncteur d’inclusion canonique, le foncteur (83) qu’on vient de de´finir induit un fonc-
teur :
WSgq(C,A) Φq //WSgq(C,A)cart
et la transformation naturelle ϑq ∶ Φq +3 id induite des transformations naturelles :
ΦqΨq +3 id et ΨqΦq +3 id .
Autrement dit pour chaque q ≥ 0 l’image de Ψq par le foncteur nerf cat // ∆̂ est une
e´quivalence homotopique d’ensembles simpliciaux. Donc si Ψ note le morphisme d’inclusion cano-
nique de l’ensemble bisimplicial :
(∆ ×∆)op // Ens
([p], [q]) z→ Hom∆̂ ([p],WSgq(C,A)cart)
vers l’ensemble bisimplicial :
(∆ ×∆)op // Ens
([p], [q]) z→ Hom∆̂ ([p],WSgq(C,A))
on a que Ψ●,q est une ∞-e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux pour tout q ≥ 0.
Donc l’image de Ψ par le foncteur ensemble simplicial diagonal ∆̂ ×∆ // ∆̂ est une ∞-
e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux. 
On ve´rifie sans peine :
Lemme 6.2.2. Soit C une cate´gorie de mode`les munie d’un objet nul 0 fixe et d’une famille
distingue´e A d’objets de C contenant l’objet 0 et ve´rifiant la proprie´te´ :
(b) La famille A est stable par cochangement de base le long des cofibrations i.e. si :
(85)
A
f //

B

C // D
,
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est un carre´ cocarte´sien de C tel que f est une cofibration et les objets A, B et C appartient
a` A alors D appartient a` A aussi.
Si Acof note la sous-cate´gorie pleine de C dont les objets sont les objets cofibrants qui appartient a`
A, alors Acof admet une structure de cate´gorie de Waldhausen (voir [Wal83]) dont les cofibrations
(resp. les e´quivalences faibles) sont les cofibrations (resp. les e´quivalences faibles) de C entre des
objets de Acof .
On de´duit du Corollaire 6.2.2 et des Propositions 6.1.1 et 6.2.1 :
Corollaire 6.2.3. Soit C une cate´gorie de mode`les munie d’un objet nul 0 fixe et d’une famille
distingue´e A d’objets de C contenant l’objet 0 ve´rifiant les proprie´te´s :
(a) A est ferme´e par des e´quivalences faibles i.e. si A
̃
// B est une e´quivalence faible de
C alors A appartient a` A si et seulement s’il en est de meˆme pour B.
(b) La famille A est stable par cochangement de base le long des cofibrations i.e. si :
(86)
A
f //

B

C // D
,
est un carre´ cocarte´sien de C tel que f est une cofibration et les objets A, B et C appartient
a` A alors D appartient a` A aussi.
Si n ≥ 0 le n-ie`me K-groupe classique de (C,A,0) est e´gal au n-ie`me K-groupe de Waldhausen
de la cate´gorie de Waldhausen Acof du Lemme 6.2.2 i.e. a` la classe du n-ie`me groupe d’homotopie
de la re´alisation ge´ome´trique de l’ensemble simplicial :
∆op // Ens
[p] z→ Hom∆̂ ([p],WSgp(C,A)cart) ,
dans l’ensemble des groupes a` isomorphisme pre`s.
§6.3. Soit C une cate´gorie de mode`les munie d’un objet nul 0 fixe et d’une famille distingue´e
A d’objets de C contenant l’objet 0. Si G est un groupe une fonction additive de (C,A,0) a` valeurs
dans G est une fonction des ensembles :
A
F // G
telle que :
(i) F (0) = eG ou` eG est le neutre de G.
(ii) Si X , Y et Z sont des objets de C appartenant a` la famille A et on a un carre´ homotopi-
quement cocarte´sien de C :
0 // Z
X //
OO
Y
OO
,
alors F (Y ) = F (X) ⋅ F (Z).
Note que si ϕ∶ G // H est un morphisme de groupes et F ∶ A // G est une fonction additive
de (C,A,0) a` valeurs dans G, alors le compose´ ϕ ○ F ∶ A // H est un de´terminant de (C,A,0) a`
valeurs dans H .
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Proposition 6.3.1. Si C est une cate´gorie de mode`les munie d’un objet nul 0 fixe et d’une
famille distingue´e A d’objets de C contenant l’objet 0, le foncteur :
Grp // Ens
G z→
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Fonctions additives
de (C,A,0) vers G
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
est repre´sentable par le 0-ie`me K-groupe classique de (C,A,0) i.e. par le groupe fondamental de la
re´alisation ge´ome´trique de l’ensemble simplicial re´duit :
∆op // Ens
[p] z→ Hom ∆̂ ([p],WSgp(C,A))
ou de l’ensemble simplicial re´duit :
∆op // Ens
[p] z→ sgp(C,A) .
De´monstration. Cette Proposition est un cas particulier du Corollaire 12.2.2. 
§6.3.1. Soit C une cate´gorie de mode`les munie d’un objet nul 0 fixe et d’une famille distingue´e
A d’objets de C contenant l’objet 0. Si G est un 2-groupe (voir la section 13) un de´terminant de
(C,A,0) a´ valeurs dans G est une couple D = (D,T ) ou` :
WSg1(C,A) D // G
est un foncteur de la sous-cate´gorie WSg1(C,A) de C dont les objets sont les e´le´ments de A et les
morphismes sont les e´quivalences faibles entre les objets de A vers le groupo¨ıde sous-jacent a` G, et :
sg2(C,A) T // {Morphismes de G}
est une fonction de l’ensemble des 1-triangles (a` gauche) de C (a` valeurs dans A) vers l’ensemble des
morphismes de G, ve´rifiant les proprie´te´s :
(i) (Compatibilite´) Si X est un 1-triangle (a` gauche) de C (a` valeurs dans A) :
X =
0 // X0
X2
OO
// X1
OO
,
T (X) est un morphisme de G de la forme :
D0(X2)⊗D0(X0) T (X) // D0(X1) .
(ii) (Unitaire) On a que D0(0 ) = 1G et T
⎛⎜⎜⎝
0 // 0
0
OO
// 0
OO ⎞⎟⎟⎠ = l
−1
1 = r
−1
1 .
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(iii) (Naturalite´) Si ζ ∶ X // Y est un morphisme de la cate´gorieWSg2(C,A) :
ζ =
X0
ζ0 // Y0
0
::
0
;;
X1
OO
ζ1 // Y1
OO
X2
OO
ζ2
//
::
Y2
OO
;;
on a un carre´ commutatif de G :
D0(X2)⊗D0(X0)
D1(ζ2)⊗D1(ζ0)

T (X) // D0(X1)
D1(ζ1)

D0(Y0)⊗D0(Y0)
T (Y)
// D0(Y1)
.
(iv) (Associativite´) Si η est un 2-triangle (a` gauche) de C (a` valeurs dans A) :
η =
0 // A3,2
0 // A2,1 //
OO
A3,1
OO
A1,0
OO
// A2,0 //
OO
A3,0
OO
on a un diagramme commutatif de G :
D0(A30) D0(A10)⊗D0(A31)
T (d2 η)oo
D0(A10)⊗(D0(A21)⊗D0(A32))
D0(A10)⊗T (d0 η)
OO
a ≅
D0(A20)⊗D0(A32)
T (d1 η)
OO
(D0(A10)⊗D0(A21))⊗D0(A32) ,
T (d3 η)⊗D0(A32)
oo
ou` A03 =d1d1η = d1d2η A01 = d2d2η = d2d3η A13 = d1d0η = d0d2η
A02 =d2d1η = d1d3η A23 = d0d0η = d0d1η A12 = d2d0η = d0d3η .
Si (D,T ) et (D′, T ′) sont deux de´terminants de (C,A,0) a` valeurs dans G un morphisme de
de´terminants α∶ (D,T ) // (D′, T ′) est une transformation naturelle :
WSg1(C,A)  α
D
&&
D′
88 G
telle que :
(i) Le morphisme α0 est le morphisme identite´ de l’objet 1 de G.
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(ii) Si X est un 1-triangle (a` gauche) de C (a` valeurs dans A) :
X =
0 // X0
X2
OO
// X1
OO
le carre´ :
D0(X1)
αX1

T (X) // D0(X2)⊗D0(X0)
αX2⊗αX0

D′0(X1)
T (Y)
// D′0(X0)⊗D′0(X0)
est un diagramme commutatif de G.
Remarquons que les de´terminants de (C,A,0) a` valeurs dans G et les morphismes entre eux
forment un groupo¨ıde qu’on note det(C,A,0)(G). La composition e´tant de´finie par la composition de
transformations naturelles.
On de´finit un 2-foncteur :
2-Grp
det(C,A,0) // Grpd
comme suit : Si (ϕ,mϕ)∶ G // H est un morphisme de 2-groupes le foncteur :
det(C,A,0)(G) det(C,A,0)(ϕ,m
ϕ)
// det(C,A,0)(H)
est de´finie dans un de´terminant (D,T ) de (C,A,0) a` valeurs dans G par la formule :
det(C,A,0)(ϕ,mϕ)(D,T ) = (D,T )
ou` D est le foncteur compose´ :
WSg1(C,A) D // G ϕ // H
et T est la fonction compose´e :
sg2(C,A) T // NS(G)0,2 NS(ϕ,m
ϕ)0,2// NS(H)0,2 ⊂ {Morphismes de H } .
Si d’un autre G
(ϕ,mϕ)
((
(ψ,mψ)
66 η H est un transformation entre morphismes de 2-groupes, la trans-
formation naturelle :
det(C,A,0)(G)
det(C,A,0)(ϕ,mϕ) --
det(C,A,0)(ψ,mψ)
11 η det(C,A,0)(H)
est de´finie dans un de´terminant (D,T ) de (C,A,0) a` valeurs dans G par la transformation naturelle :
WSg1(C,A) D⋆η
D○ϕ
''
D○ψ
77
H . .
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Proposition 6.3.2. Si C est une cate´gorie de mode`les munie d’un objet nul 0 fixe et d’une
famille distingue´e A d’objets de C contenant l’objet 0, le foncteur :
(87) 2-Grp
det(C,A,0) // Grpd
π // hGrpd
est repre´sentable par le 1-e`re K-groupe (de Kan ou de Segal) de (C,A,0) ; plus pre´cise´ment le
foncteur (87) est repre´sentable par le 2-groupe d’homotopie (voir le Chapitre 3) du pre´-mono¨ıde de
Segal :
(∆ ×∆)op // Ens
([p], [q]) z→ Hom∆̂ ([p],WSgq(C,A))
ou de l’ensemble simplicial re´duit :
∆op // Ens .
[p] z→ sgp(C,A)
En particulier si (ϕ,mϕ)∶ G // H est une 2-e´quivalence faible de 2-groupes le foncteur :
det(C,A,0)(G) det(C,A,0)(ϕ,m
ϕ)
// det(C,A,0)(H)
est une e´quivalence faible de groupo¨ıdes et le foncteur induit :
2-hGrp
π0(det(C,A,0)( ● )) // Ens
est repre´sentable aussi par le 1-e`re K-groupe de (C,A,0).
De´monstration. Voir le Corollaire 14.4.6. 
§6.3.2. Soit C une cate´gorie de mode`les munie d’un objet nul 0 fixe et d’une famille distingue´e
A d’objets de C contenant l’objet 0. Si G est un 2-groupe (voir la section 13) un de´terminant re´duit
de (C,A,0) a´ valeurs dans G est une couple D = (D,T ) de fonctions :
sg1(C,A) D // {Objets de G} et sg2(C,A) T // {Morphismes de G}
ve´rifiant les proprie´te´s :
(i) (Compatibilite´) Si X est un 1-triangle (a` gauche) de C (a` valeurs dans A) :
X =
0 // X0
X2
OO
// X1
OO
,
T (X) est un morphisme de G de la forme :
D(X2)⊗D(X0) T (X) // D(X1) .
(ii) (Unitaire) On a que D(0 ) = 1G et T
⎛⎜⎜⎝
0 // 0
0
OO
// 0
OO ⎞⎟⎟⎠ = l
−1
1 = r
−1
1 .
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(iii) (Associativite´) Si η est un 2-triangle (a` gauche) de C (a` valeurs dans A) :
η =
0 // A3,2
0 // A2,1 //
OO
A3,1
OO
A1,0
OO
// A2,0 //
OO
A3,0
OO
on a un diagramme commutatif de G :
D(A30) D(A10)⊗D(A31)
T (d2 η)oo
D(A10)⊗(D(A21)⊗D(A32))
D(A10)⊗T (d0 η)
OO
a ≅
D(A20)⊗D(A32)
T (d1 η)
OO
(D(A10)⊗D(A21))⊗D(A32) ,
T (d3 η)⊗D(A32)
oo
ou` A03 =d1d1η = d1d2η A01 = d2d2η = d2d3η A13 = d1d0η = d0d2η
A02 =d2d1η = d1d3η A23 = d0d0η = d0d1η A12 = d2d0η = d0d3η .
Si (D,T ) et (D′, T ′) sont deux de´terminants re´duits de (C,A,0) a` valeurs dans G un morphisme
de de´terminants re´duits H ∶ (D,T ) // (D′, T ′) est une fonction :
sg1(C,A) H // {Morphismes de G}
ve´rifiant les proprie´te´s :
(i) H(A) est un morphisme en G de la forme :
D(A) H(A) // D′(A)
pour tout objet A de C appartenant a` A.
(ii) On a que H(s0⋆) = id1.
(iii) On a un diagramme commutatif :
D(d2X)⊗D(d0X)
H(d2X)⊗H(d0X)

T (X) // D(d1X)
H(d1X)

D′(d2X)⊗D′(d0X)
T ′(X)
// D′(d1X) .
pour tout 1-triangle (a` gauche) X de C (a` valeurs dans A).
Posons π0(detred(C,A,0)(G)) pour noter l’ensemble des de´terminants re´duits de (C,A,0) a` valeurs
dans G soumis a` la relation d’e´quivalence qu’identifie deux de´terminants re´duits s’il existe un mor-
phisme de de´terminants re´duits entre eux.
On de´finit sans peine un foncteur (voir §14.2) :
2-Grp // Ens
G z→ π0(detred(C,A,0)(G))
.
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Il se suit des Corollaires 14.2.4 et 14.4.7 :
Proposition 6.3.3. Soit C une cate´gorie de mode`les munie d’un objet nul 0 fixe et d’une famille
distingue´e A d’objets de C contenant l’objet 0. Si (ϕ,mϕ)∶ G // H est une 2-e´quivalence faible de
2-groupes la fonction :
π0(detred(C,A,0)(G)) π0(det
red
(C,A,0)(ϕ,mϕ))// π0(detred(C,A,0)(H))
est bijective et le foncteur induit :
2-hGrp
π0(detred(C,A,0)( ● )) // Ens
est repre´sentable par le 1-e`re K-groupe (de Kan ou de Segal) de (C,A,0), c’est-a`-dire par le 2-groupe
d’homotopie (voir le Chapitre 3) du pre´-mono¨ıde de Segal :
(∆ ×∆)op // Ens
([p], [q]) z→ Hom∆̂ ([p],WSgq(C,A))
ou de l’ensemble simplicial re´duit :
∆op // Ens .
[p] z→ sgp(C,A)
7. De´rivateurs et ses K-groupes
§7.1. Une cate´gorie de types de diagrammes est une sous-cate´gorie pleine Dia de la cate´gorie
des petites cate´gories cat, satisfaisant les proprie´te´s suivantes :
Dia 0 La cate´gorie augmente´e des simplexes ∆+ (voir le de´but de 8) est une sous-cate´gorie de
Dia.
Dia 1 Dia est stable par sommes finies et par produits fibre´s.
Dia 2 Pour tout foncteur u ∶ I // J de Dia et tout objet b de J , la cate´gorie I ∣ b (resp. b ∣ I)
des objets de I au-dessus de b (resp. au-dessous de b) appartient a` Dia.
Si cat note la 2-cate´gorie des petites cate´gories, foncteurs et transformations naturelles, une
2-cate´gorie de types diagrammes est une sous-2-cate´gorie pleine Dia de cat dont la cate´gorie sous-
jacente Dia, i.e. cela qu’on obtient de Dia en oubliant ses 2-fle`ches, est une cate´gorie de types de
diagrammes.
Soit Dia une 2-cate´gorie de types de diagrammes. Un pre´-de´rivateur de domaine Dia est par
de´finition un 2-foncteur strict de la forme :
Diaop
D // CAT
I
u

v

D(I)
α
⇒ z→
α∗
⇒
J D(J)
u∗
EE
v∗
YY
.
Si D est un pre´-de´rivateur de domaine Dia et I une petite cate´gorie de Dia, on appelle les objets
de la cate´gorie D(I) les I-diagrammes de D. La cate´gorie des e-diagrammes D(e) de D, e e´tant la
cate´gorie ponctuelle, est appele´e la cate´gorie des coefficients de D.
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Le foncteur diagramme sous-jacent de D :
(88) D(I) dgm // D(e)I = HomCAT(I,D(e)) ,
est par de´finition le foncteur qu’on obtient du compose´ :
I // HomDia(e, I) D // HomCAT(D(I),D(e))
a
ϕ

b
z→
⎛⎜⎜⎝
e
a
##
b
;;ϕ ⇓ I
⎞⎟⎟⎠
z→
⎛⎜⎜⎜⎝
D(I)
a∗
))
b∗
55
ϕ∗⇓ D(e)
⎞⎟⎟⎟⎠
.
Alors si X est un I-diagramme de D, le diagramme sous-jacente de X est le foncteur de I vers
D(e) :
I
dgm(X) // D(e)
a
ϕ

Xa = a
∗(X)
Xϕ ϕ
∗(X)=

z→
b Xb = b
∗(X)
.
§7.1.1. Soit Dia une 2-cate´gorie de types de diagrammes. E´tant donne´ un pre´-de´rivateur D
de domaine Dia et u ∶ I // J un foncteur de Dia, on dit que D admet des extensions de Kan
homotopiques a` gauche (resp. droite) le long de u, si le foncteur u∗ ∶ D(J) // D(I) admet un
foncteur adjoint a` gauche (resp. a` droite) :
D(J)
u∗
77
⊥ D(I)
u!
ww
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
resp. D(J)
u∗
''
⊥ D(J)
u∗
gg
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
,
appele´ un (ou le) foncteur extension de Kan homotopique a` gauche (resp. droite) de D le long de u.
Si D est un pre´-de´rivateur qui admet des extensions de Kan homotopiques a` gauche (resp. droite)
le long du foncteur pI ∶ I // e , pour I un objet de Dia :
D(e)
p∗I
77
⊥ D(I)
(pI)! =hocolimI
ww
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp. D(e)
p∗I
&&
⊥ D(I)
(pI)∗ =holimI
ff
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
,
on dit que D admet des colimites homotopiques (resp. des limites homotopiques) de type I, et on
appelle l’objet hocolimI(X) (resp. holimI(X)) une (ou la) colimite homotopique (resp. la limite
homotopique) du I-diagramme X de D.
On ve´rifie sans peine :
Lemme 7.1.1. Soit D un pre´-de´rivateur de domaine Dia. Si I est une cate´gorie discre`te finie I
de Dia telle que le foncteur :
D(I) // ∏
a∈Ob(I)
D(e) ,
induit des foncteurs canoniques e
a // I est une e´quivalence de cate´gories, alors D admet des
colimites homotopiques (resp. limites homotopiques) de type I si et seulement si la cate´gorie D(e)
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admet des sommes (resp. des produits) indexe´es par l’ensemble d’objet I0 de I. Dans ce cas la colimite
homotopique (resp. la limite homotopique) d’un I-diagramme X de D est canoniquement isomorphe
a` la somme (resp. le produit) de la famille {Xa}a∈I0 dans D(e).
§7.1.2. Soit Dia une 2-cate´gorie de types de diagrammes, et D un pre´-de´rivateur de domaine
Dia. E´tant donne´ un foncteur u ∶ I // J de Dia et un objet b de J , on a obtient des transforma-
tions naturelles :
D(I ∣ b)
 (Γ ∣ b)∗
D(I)(π ∣ b)∗oo
D(e)
(pI ∣b)∗
OO
D(J)
b∗
oo
u∗
OO
et
D(b ∣ I) D(I)(b ∣π)∗oo
D(e)
(pb ∣ I)∗
OO
D(J)
b∗
oo
u∗
OO
?G(b ∣Γ)∗ ,
en appliquant le 2-foncteur D aux transformations naturelles canoniques :
I ∣ b
| Γ ∣ bpI ∣b

π ∣ b // I
u

e
b
// J
et
b ∣ I
pb ∣ I

b ∣π // I
u

e
b
// J
<Db ∣Γ .
En supposons l’existence de foncteurs d’extension de Kan homotopiques a` gauche (resp. droite)
de D :
(89) D(e) ⊥
(pI ∣b)∗
;;
hocolimI ∣b
{{
D(I ∣ b) , D(J) ⊥
u∗
;;
u!
{{
D(I) ,
D(e) ⊥
(pb ∣ I)∗
##
holimb ∣I
cc
D(b ∣ I) et D(J) ⊥
u∗
##
u∗
cc
D(I) ;
on construit par le meˆme proce´de´ du paragraphe §3.1.1, de transformations naturelles :
D(I ∣ b)
hocolimI ∣b

D(I)
u!

(π ∣ b)∗oo
D(e)

(Γ ∣ b)!
D(J)
b∗
oo
et
D(b ∣ I)
holimb ∣I

D(I)(b ∣π)∗oo
W_
(b ∣Γ)∗ u∗

D(e) D(J)
b∗
oo
.
Si X est un I-diagramme de D(I), on appelle les morphismes :
hocolimI ∣ b((π ∣ b)∗X) (Γ ∣ b)∗X // u!(X)b
et u∗(X)b (b ∣Γ)∗X // holimb ∣ I((b ∣π)∗X) ,
les morphisme d’e´valuation de u!(X) et u∗(X) en b.
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§7.1.3. Soit Dia une 2-cate´gorie de types de diagrammes. Un pre´-de´rivateur D de domaine Dia
est appele´ un de´rivateur de domaine Dia si D ve´rifie les proprie´te´s suivants :
Der 1 Si I est une cate´gorie discre`te finie de Dia le foncteur :
D(I) // ∏
a∈Ob(I)
D(e) ,
induit des foncteurs canoniques e
a // I est une e´quivalence de cate´gories (voir le Lemme
7.1.1).
Der 2 Pour tout petite cate´gorie I de Dia le foncteur diagramme sous-jacente :
D(I) dgm // D(e)I ,
est conservatif ; i.e. si F ∶ X // X′ est un morphisme de D(I), tel que pour tout objet
a de I, le morphisme Fa ∶ Xa // X′a soit un isomorphisme de D(e), alors F est un
isomorphisme.
Der 3 D admet des extensions de Kan homotopiques a` gauche et a` droite le long de tout foncteur
u ∶ I // J de Dia :
D(J)
u∗
77
⊥ D(I)
u!
ww
et D(J)
u∗
''
⊥ D(J)
u∗
gg
.
Der 4 Pour tout foncteur u ∶ I // J de Dia, tout objet b de J , et tout objet X de D(I), les
morphisme d’e´valuation de u!(X) et u∗(X) en b :
hocolimI ∣ b((π ∣ b)∗X) // u!(X)b
et u∗(X)b // holimb ∣ I((b ∣π)∗X) ,
respectivement, sont des isomorphismes.
On ve´rifie sans peine que si D est un de´rivateur alors les Corollaires 3.2.2, 3.2.3 et 3.2.4 sont
valables pour D.
D’un autre remarquons que si Fins note la 2-cate´gorie de types de diagrammes dont les objets
sont les cate´gories finies directes et inverses, d’apre`s la Proposition 3.1.3, le Corollaire 2.2.2 et les
Lemmes 2.1.1 et 2.1.2, pour toute cate´gorie de mode`les C le 2-foncteur canonique :
Finsop
D // CAT
I z→ CI[W−1I ]
est bien un de´rivateur de domaine Fins.
§7.2. Conside´rons la petite cate´gorie engendre´e par le diagramme :
(90)  =
a //

b

d // c
,
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soumis a` la relation qu’identifie les deux fle`ches de a vers c (voir §4.1) et prenons la sous-cate´gorie
⌜ (resp. ⌟) de  :
⌜ =
a //

b a //

b

  q⌜ //
d d // c
⎛⎜⎝resp. ⌟ =
b

a //

b

  q⌟ //
d // c d // c
⎞⎟⎠ .
Si D est un de´rivateur de domaine une cate´gorie de types de diagrammes Dia, conside´rons des
adjonctions :
(91) D(⌜) ⊥
q⌜ !
##
q∗⌜
cc D()
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
resp. D(⌟) ⊥
q∗⌟
;;
q⌟∗
{{
D()
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
.
Un -diagramme X de D est dit un carre´ homotopiquement cocarte´sien de D (resp. homotopi-
quement carte´sien) si la valeur en X d’une counite´ q⌜ ! q
∗
⌜
ε +3 id (resp. de l’unite´ id η +3 q∗⌟ q⌟ ∗ )
de l’adjonction (91) :
q⌜ ! q
∗
⌜(X) εX // X ( resp. X ηX // q⌟∗ q∗⌟(X) ) .
est un isomorphisme dans la cate´gorie D() (voir aussi le Lemme 4.1.1).
On ve´rifie sans peine que la preuve du Lemme 4.2.4 marche bien pour les de´rivateurs.
§7.2.1. Soit D un de´rivateur et supposons que 0 est un objet nul fixe de D(e) et A est une
famille distingue´e d’objets de D(e) contenant l’objet 0. Si p ≥ 0 un (p− 1)-triangle a` gauche (resp. a`
droite) X de D (a` valeurs dans A) est par de´finition un ⌟p-diagramme X de D ve´rifiant les proprie´te´s
suivantes :
(i) Xi,j appartient a` A pour tout objet (i, j) de ⌟p i.e. toujours que 0 ≤ j ≤ i ≤ p.
(ii) Xk,k = 0 pour tout 0 ≤ k ≤ p.
(iii) Si 0 ≤m < k ≤ p − 1 et αm,k∶  // ⌟p note le foncteur d’inclusion de la sous-cate´gorie :
(k,m+1) // (k+1,m+1)
(k,m)
OO
// (k+1,m)
OO
le -diagramme α⋆m,kX est un carre´ homotopiquement cocarte´sien (resp. homotopique-
ment carte´sien) de D.
Par exemple il y a qu’un seul (−1)-triangles a` gauche (resp. a` droite) de D qu’on note 0. D’un
autre vu que ⌟1 =
(1,1)
(0,0) // (1,0)
OO
le foncteur D(⌟1) (1,0)∗ // D(e) induit une e´quivalence entre la
sous-cate´gorie pleine de D(⌟1) dont les objet sont les 0-triangle a` gauche (resp. a` droite) de D et la
sous-cate´gorie pleine de D(e) dont les objets sont les e´le´ments de la famille A.
De fac¸on analogue le foncteur D(⌟2) α
∗
1,0 // D() (voir (iii) ci-dessus) induit une e´quivalence
entre la sous-cate´gorie pleine de D(⌟2) dont les objets sont les 1-triangle a` gauche (resp. a` droite) de
D et la sous-cate´gorie pleine de D() dont les objets sont les carre´s X homotopiquement cocarte´sien
Le de´terminant de Deligne 61
(resp. homotopiquement carte´sien) de D tels que ( voir (90)) Xa,Xb et Xc sont des e´le´ments de A et
Xd = 0.
On note sgp(D,A) (resp. sdp(D,A)) l’ensemble des (p−1)-triangles a` gauche (resp. a` droite) de D
a` valeurs dans A. Le n-e`me K-groupe de (D,A,0) est par de´finition la classe de l’ensemble simplicial
re´duit (voir le foncteur) :
(92)
∆op
sg● (C,A) // Ens
[p] z→ sgp(C,A)
dans l’ensemble des classes a` isomorphismes pre`s des objets de la cate´gorie homotopique Hon+1( ∆̂ 0)
des (n + 1)-groupes de Kan (voir apre`s le Corollaire 10.2.7).
§7.2.2. Soit D un de´rivateur, 0 un objet nul fixe de D(e) et A une famille distingue´e d’objets de
D(e) contenant l’objet 0. Si G est un 2-groupe (voir la section 13) un de´terminant re´duit de (D,A,0)
a´ valeurs dans G est une couple (D,T ) de fonctions :
sg1(D,A) D // {Objets de G} et sg2(D,A) T // {Morphismes de G}
ve´rifiant les proprie´te´s :
(i) (Compatibilite´) Si X est un 1-triangle (a` gauche) de D (a` valeurs dans A) le morphisme
T (X) de G est une fle`che de la forme :
D(d2X)⊗D(d0X) T (X) // D(d1X) .
(ii) (Unitaire) On a que D(s0 0) = 1G et D(s0s0 0) = l−11 = r−11 .
(iii) (Associativite´) Si η est un 2-triangle (a` gauche) de D (a` valeurs dansA) on a un diagramme
commutatif de G :
D(A30) D(A10)⊗D(A31)
T (d2 η)oo
D(A10)⊗(D(A21)⊗D(A32))
D(A10)⊗T (d0 η)
OO
a ≅
D(A20)⊗D(A32)
T (d1 η)
OO
(D(A10)⊗D(A21))⊗D(A32) ,
T (d3 η)⊗D(A32)
oo
ou` A03 =d1d1η = d1d2η A01 = d2d2η = d2d3η A13 = d1d0η = d0d2η
A02 =d2d1η = d1d3η A23 = d0d0η = d0d1η A12 = d2d0η = d0d3η .
Si (D,T ) et (D′, T ′) sont deux de´terminants re´duits de (D,A,0) a` valeurs dans G un morphisme
de de´terminants re´duits H ∶ (D,T ) // (D′, T ′) est une fonction :
sg1(D,A) H // {Morphismes de G}
ve´rifiant les proprie´te´s :
(i) H(A) est un morphisme en G de la forme :
D(A) H(A) // D′(A)
pour tout 0-triangle A de D a` valeurs dans A.
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(ii) On a que H(s0⋆) = id1.
(iii) On a un diagramme commutatif :
D(d2X)⊗D(d0X)
H(d2X)⊗H(d0X)

T (X) // D(d1X)
H(d1X)

D′(d2X)⊗D′(d0X)
T ′(X)
// D′(d1X) .
pour tout 1-triangle (a` gauche) X de D (a` valeurs dans A).
On pose π0(detred(D,A,0)(G)) pour noter l’ensemble des de´terminants re´duits de (D,A,0) a` va-
leurs dans G soumis a` la relation d’e´quivalence qu’identifie deux de´terminants re´duits s’il existe un
morphisme de de´terminants re´duits entre eux. Conside´rons le foncteur (voir §14.2) :
2-Grp // Ens
G z→ π0(detred(D,A,0)(G))
.
D’apre`s les Corollaires 14.2.4 et 14.4.7 :
Proposition 7.2.1. Soit D un de´rivateur, 0 un objet nul fixe de D(e) et A une famille distingue´e
d’objets de D(e) contenant l’objet 0. Si (ϕ,mϕ)∶ G // H est une 2-e´quivalence faible de 2-groupes,
la fonction :
π0(detred(D,A,0)(G))π0(det
red
(D,A,0)(ϕ,mϕ))// π0(detred(D,A,0)(H))
est bijective et le foncteur induit :
(93) 2-hGrp
π0(detred(D,A,0)( ● )) // Ens
est repre´sentable par le 1-e`re K-groupe de (D,A,0), plus pre´cise´ment (93) est repre´sentable par le
2-groupe d’homotopie (voir le Chapitre 3) de l’ensemble simplicial re´duit :
∆op // Ens .
[p] z→ sgp(D,A) .
CHAPITRE 2
Les n-types d’homotopie
8. Ensembles simpliciaux
§8.1. Soit cat la cate´gorie des petites cate´gories et foncteurs. On identifie les ensembles pre´-
ordonne´s avec les cate´gories qui satisfont la proprie´te´ suivante : L’ensemble des morphismes entre
deux quelconques objets, est soit vide soit un ensemble avec un seul objet. On trouve alors que les
foncteurs entre telles cate´gories, sont les fonctions qui respectent l’ordre.
Notons ∆ la cate´gorie des simplexes ; c’est-a`-dire, la sous-cate´gorie pleine de cat dont les objets
sont les cate´gories [n] = {0 < ⋅ ⋅ ⋅ < n} pour n ≥ 0. De fac¸on e´quivalente (voir par exemple II.2.2 de
[GZ76]), ∆ est la cate´gorie libre engendre´e par les morphismes faces et de´ge´ne´rescences :
{ [n] δni // [n + 1] ∣ 0 ≤ i ≤ n + 1}
n≥0
et { [n + 1] σni // [n] ∣ 0 ≤ i ≤ n}
n≥0
,
soumis aux re´lations de´finies pour n ≥ 0 :
δn+1l δ
n
k = δ
n+1
k δ
n
l−1 0 ≤ k < l ≤ n + 2,
σnl σ
n+1
k = σ
n
kσ
n+1
l+1 0 ≤ k ≤ l ≤ n,
σn+1k δ
n+1
l =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
δnl σ
n
k−1 si 0 ≤ l < k ≤ n + 1,
id[n] si 0 ≤ k ≤ l ≤ k + 1 ≤ n + 2,
δnl−1σ
n
k si 0 ≤ k < l − 1 ≤ n + 1.
(94)
On note simplement :
∆ = [0]
ee
σ00
[1]
δ01
%%δ00
............ [n]
gg
σnn
⋮
VV
σn0
⋮
[n + 1]
δnn+1
⋮
''δn0
⋮
............ .
La cate´gorie augmente´e des simplexes ∆+, est la sous-cate´gorie pleine de cat dont les objets
sont les cate´gories [n]+ = {0 < ⋅ ⋅ ⋅ < n − 1}, pour n ≥ 0 ; c’est-a`-dire, [n]+ = [n − 1] si n ≥ 1, et [0]+
est la cate´gorie vide. On ve´rifie en particulier, que ∆+ est obtenue de la cate´gorie des simplexes en
ajoutant un objet initial.
Donc, ∆+ est la cate´gorie libre engendre´e par l’unique fonction [0]+ δ−10 // [1]+ , plus les mor-
phismes faces et de´ge´ne´rescences :
{ [n + 1]+ = [n] δni // [n + 1] = [n + 2]+ ∣0 ≤ i ≤ n + 1}
n≥0
et { [n + 2]+ = [n + 1] σni // [n] = [n + 1]+ ∣ 0 ≤ i ≤ n}
n≥0
;
soumis aux re´lations de´finies pour n ≥ 0 :
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δnl δ
n−1
k = δ
n
k δ
n−1
l−1 0 ≤ k < l ≤ n + 1,
σnl σ
n+1
k = σ
n
kσ
n+1
l+1 0 ≤ k ≤ l ≤ n,
σnk δ
n
l =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
δn−1l σ
n−1
k−1 si 0 ≤ l < k ≤ n,
id[n] si 0 ≤ k ≤ l ≤ k + 1 ≤ n + 1,
δn−1l−1 σ
n−1
k si 0 ≤ k < l − 1 ≤ n.
(95)
∆+ = [0]+ δ−10 //[1]+ ff
σ00
[2]+
δ01
&&δ00
............[n + 1]+hh
σnn
XX
σn0
⋮
[n + 2]+
δnn+1
⋮
((δn0
............ .
Rappelons que la cate´gorie augmente´e des simplexes ∆+ a une structure de cate´gorie mono¨ıdale
stricte, ou` :
(96) ∆+ ×∆+
⊗ // ∆+
([n]+, [m]+) ✤ // [n +m]+
est de´fini pour deux morphismes [n]+ f // [n′]+ et [m]+ g // [m′]+ , par la re`gle :
(97) (f ⊗ g)(k) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
f(k) si 0 ≤ k ≤ n − 1
g(k − n) + n′ si n ≤ k ≤ n +m − 1 .
§8.2. Notons ∆̂ la cate´gorie des ensembles simpliciaux, i.e. des foncteurs X ∶∆op // Ens
et les transformations naturelles entre eux.
Si X est un ensemble simplicial, l’ensemble des n-simplexes de X est note´ Xn = X([n]). Les
morphismes face et de´ge´ne´rescence de la cate´gorie ∆, induisent les morphismes face et de´ge´ne´re-
scence de X :
Xn+1
dni // Xn et Xn
sni // Xn+1 , respectivement.
Un n-simplexe x d’un ensemble simplicial X est dit de´ge´ne´re´, si x est dans l’image d’un des
morphismes sn−10 , . . . , s
n−1
n−1 ; de fac¸on e´quivalente, x ∈Xn es de´ge´ne´re´ s’il existe [n] f // [m] surjectif
en objets et y ∈Xm tel que f
∗(y) = x. E´tant donne´ un 0-simplexe a de X , on e´crit aussi :
a = sn−10 ⋯ s
0
0(a) ∈ Xn ou` n ≥ 1,
pour noter le n-simplexe de´ge´ne´re´ associe´ a` a, et on l’appelle un n-simplexe totalement de´ge´ne´re´ de
X .
Si m ≥ 0, on de´signe par ∆m l’ensemble simplicial repre´sente´ par [m], i.e. ∆mn est e´gal a`
l’ensemble des foncteurs de [n] vers [m]. On note par abus :
∆m
δmi // ∆m+1 et ∆m+1
σmi // ∆m ,
les morphismes d’ensembles simpliciaux de´finis pour p ≥ 0 par les re`gles :
∆mp
(δmi )p // ∆m+1p
ϕ z→ δmi ○ϕ
et ∆m+1p
(σmi )p // ∆mp
ϕ z→ σmi ○ϕ
, respectivement.
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Enfin, rappelons que la cate´gorie des ensembles simpliciaux ∆̂ admet une structure canonique
de cate´gorie carte´sienne ferme´e (voir IV§6 de [Lan98]), ou` l’objet final est l’ensemble simplicial
constant a` valeur ⋆ (un ensemble ponctuel fixe), le produit d’ensembles simpliciaux est le produit
carte´sien argument par argument et l’adjoint du produit :
(98) ∆̂ ⊥
Hom
∆̂
(X, ⋅ )
99
X× ⋅
yy
∆̂ est de´finie par Hom ∆̂ (X,Y )n = Hom∆̂ (X ×∆n, Y ) ,
pour tout ensemble simplicial X .
§8.3. Si m ≥ −1, on va de´finir le bord ∂∆m+1 de ∆m+1 comme le conoyau dans ∆̂ de la double
fle`che :
⊔
0≤i<j≤m+1
∆m−1
⊔
i<j
νi ○ δ
m−1
j−1
//
⊔
i<j
νj ○ δ
m−1
i
// ⊔0≤l≤m+1∆m ;
ou` νl note l’inclusion de la l-ie`me composante ∆
m 
 // ⊔
0≤l≤m+1
∆m ( ∆−1 = ∆−2 e´tant l’ensemble
simplicial vide).
De la meˆme manie`re, pour 0 ≤ k ≤m+1 on de´finit le k-horn Λm+1,k de ∆m+1 comme le conoyau
de la double fle`che :
⊔
0≤i<j≤m+1
i,j≠k
∆m−1
⊔
i<j
νi ○ δ
m−1
j−1
//
⊔
i<j
νj ○ δ
m−1
i
// ⊔0≤l≤m+1
l≠k
∆m .
On construit en particulier un triangle commutatif de monomorphismes d’ensembles simpli-
ciaux :
(99) Λm+1,k
αm,k
33
α̃m,k // ∂∆m+1
αm // ∆m+1 ,
ou` le morphisme αm est induit a` partir de :
⊔
0≤l≤m+1
∆m
⊔
l
δmi
// ∆m+1 ,
et le morphisme α̃m,k de´coule de l’inclusion e´vidente :
⊔
0≤l≤m+1
l≠k
∆m // ⊔
0≤l≤m+1
∆m
.
Donc, pour tout ensemble simplicial X on a des fonctions :
(100) Hom ∆̂ (∆m+1,X)
α
m,k
X
22
αmX // Hom∆̂ (∂∆m+1,X) α̃
m,k
X // Hom ∆̂ (Λm+1,k,X) .
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De fac¸on plus explicite, si on conside`re les isomorphismes canoniques qu’il de´coule du Lemme
de Yoneda 1 :
(101) Hom ∆̂ (∆m+1,X) ≅Xm+1,
(102) Hom ∆̂ (∂∆m+1,X) ≅
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(a0, . . . , am+1)
RRRRRRRRRRR
ai ∈Xm et d
m−1
i aj = d
m−1
j−1 ai
si 0 ≤ i < j ≤m + 1.
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ et
(103) Hom ∆̂ (Λm+1,k,X) ≅
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(a0, . . . , ak−1, ak+1 . . . , am+1)
RRRRRRRRRRR
ai ∈Xm et d
m−1
i aj = d
m−1
j−1 ai
si 0 ≤ i < j ≤m + 1 et i, j ≠ k.
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ ,
alors on ve´rifie que les fonctions du diagramme (100), sont donne´es par les re`gles suivantes :
(104) αmX(a) = (dm0 a, . . . , dmm+1a),
(105) α̃m,kX (a0, . . . , am+1) = (a0, . . . , ak−1, ak+1, . . . , am+1)
(106) et αm,kX (a) = (dm0 a, . . . , dmk−1a, dmk+1a, . . . , dmma).
On aura besoin plus loin du Lemme suivant :
Lemme 8.3.1. Soit X un ensemble simplicial quelconque m ≥ 0 et 0 ≤ k ≤ m + 1, alors dans le
diagramme (100) ci-dessus :
(i) Si la fonction αm,kX est injective, la fonction α
m
X est aussi injective.
(ii) Si la fonction αm−1X est surjective (resp. injective), la fonction α̃
m,k
X est aussi surjective
(resp. injective). (Voir le Lemme 1.7.1 de [Gle82]).
(iii) Si la fonction αm,kX est surjective et la fonction α̃
m,k
X injective, alors la fonction α
m
X est
surjective.
De´monstration. Soit X un ensemble simplicial, m ≥ 0 et 0 ≤ k ≤m + 1.
La preuve de (i) est imme´diate. Pour montrer (ii) conside´rons un e´le´ment a de l’ensemble (103),
c’est-a`-dire :
a = (a0, . . . , ak−1, ak+1, . . . , am+1) ∈ m+1∏
i=0
i≠k
Xt ou`
dm−1i aj = d
m−1
j−1 ai si 0 ≤ i < j ≤m + 1 et i, j ≠ k.
Il n’est pas difficile de constater que si on pose (b0, . . . , bm) pour noter :
(dm−1k−1 a0, . . . , dm−1k−1 ak−1, dm−1k ak+1, . . . , dm−1k am+1) ∈
m∏
i=0
i≠k
Xm−1;
alors dm−2i bj = d
m−2
j−1 bi pour 0 ≤ i < j ≤m.
Donc, vu que αm−1X est surjective par hypothe`se, il existe ak ∈ Xm tel que :
dm−1i ak = d
m−1
k−1 ai si 0 ≤ i < k et d
m−1
j−1 ak = d
m−1
k aj si 0 ≤ k < j;
c’est-a`-dire, α̃m,kX est surjective.
Pour montrer maintenant (iii), conside´rons un e´le´ment y de l’ensemble d’arrive´ de la fonction
αmX . Si x est un (m+ 1)-simplexe de X tel que αm,kX (x) = α̃m,kX (y) ; vu que αm,kX (x) = α̃m,kX (αmX(x)),
on de´duit que αmX(x) et y sont envoye´s au meˆme e´le´ment par la fonction injective α̃m,kX . Donc,
αmX(x) = y ; autrement dit, αmX est une fonction surjective. 
1. Le cas m = −1 est compris si on de´finit X−1 comme l’ensemble ponctuel, i.e. X−1 = Hom ∆̂ (∆
−1,X).
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Si m ≥ 0 on dit qu’un ensemble simplicial X satisfait la condition d’extension de Kan en di-
mension m (resp. satisfait la condition d’extension de Kan de fac¸on stricte en dimension m), si la
fonction αm,kX du diagramme (100) est surjective (resp. bijective) pour tout 0 ≤ k ≤m+ 1. On ve´rifie
sans peine que tout ensemble simplicial satisfait la condition d’extension de Kan en dimension 0.
Un complexe de Kan est un ensemble simplicial qui satisfait la condition d’extension de Kan en
dimension m pour tout m ≥ 0. Explicitement, un ensemble simplicial X est un complexe de Kan si
pour tout carre´ commutatif de ∆̂ :
(107) Λm+1,k
αm,k

// X

∆m+1 // ⋆
ou` m ≥ 0 et 0 ≤ k ≤m + 1, il existe un morphisme diagonal :
(108) Λm+1,k
αm,k

// X

∆m+1
;;
// ⋆
comple´tant (107) dans un diagramme commutatif.
Plus ge´ne´ralement, si 0 ≤ n ≤ ∞ un ensemble simplicial X est appele´ un n-groupo¨ıde de Kan
(voir aussi le paragraphe §11.2) si X est un complexe de Kan qui satisfait la condition d’extension
de Kan de fac¸on stricte en dimension m ≥ n i.e. si le morphisme diagonal du diagramme (108) est
unique pour m ≥ n. En particulier un ∞-groupo¨ıde de Kan est simplement un complexe de Kan.
§8.4. Soit Top la cate´gorie des espaces topologiques et fonctions continues. Rappelons que le
foncteur :
∆ // Top
[n] ✤ // ∆ntop = {(t0, . . . , tn) ∈ Rn+1 ∣
n∑
i=0
tn = 1 , ti ≥ 0},(109)
induit une adjonction :
(110) Top
s( ⋅ )
77⊥ ∆̂ ,
∣ ⋅ ∣
vv
ou` s( ⋅ ) est de´fini par la formule s(X )n = HomTop(∆ntop,X ), et le foncteur ∣ ⋅ ∣ est une extension de
Kan a` gauche du foncteur (109) le long du plongement de Yoneda :
∆
  // ∆̂
[n] z→ ∆n ,
laquelle on va choisir et fixer.
On appelle s(X ) l’ensemble simplicial singulier de l’espace topologique X , et ∣X ∣ la re´alisation
ge´ome´trique de l’ensemble simplicial X .
Fixons aussi une unite´ η de l’adjonction ∣ ⋅ ∣ ⊣ s( ⋅ ) et remarquons que cela nous permet d’associer
a` chaque 0-simplexes d’un ensemble simplicial X , un point de l’espace topologique ∣X ∣ lequel on va
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note par le meˆme symbole :
X0
(ηX)0 // s(∣X ∣)
0
a
✤ // a
= HomTop(∆0top, ∣X ∣) .
E´tant donne´ a ∈ X0 et m ≥ 0, on pose πm(X,a) pour noter l’ensemble des classes a` homotopie
pointe´e pre`s, des fonctions continues pointe´es :
(Smtop,⋆) // (∣X ∣, a) ,
ou` Smtop est la m-sphe`re topologique, i.e. S
m
top est l’ensemble des x ∈ R
m+1 tels que ∣∣x∣∣ = 1.
Pour m = 0, on voit qu’en fait π0(X,a) est inde´pendant de a ; il est note´ simplement π0(X) et
appele´ l’ensemble de composantes connexes par arcs de X . Pour m ≥ 1, l’ensemble πm(X,a) admet
une structure de groupe, commutatif si m ≥ 2. Il est appele´ le m-ie`me groupe d’homotopie de X base´
en a.
Un morphisme d’ensembles simpliciaux X
F // Y est dit une n-e´quivalence faible, s’il satisfait
que pour tout 0-simplexe a de X , les fonctions :
πm(X,a) πm(F,a) // πm(Y,Fa) ,
induisent en composant avec ∣F ∣∶ ∣X ∣ // ∣Y ∣ , soient bijectives pour tout 0 ≤m ≤ n.
Lemme 8.4.1. La notion de n-e´quivalence faible est inde´pendante du foncteur re´alisation ge´ome´trique
qu’on a choisi.
De´monstration. Si ∣ ⋅ ∣′ est une autre extension de Kan a` gauche du foncteur (109) (le long du
plongement de Yoneda) et η′ une unite´ de l’adjonction ∣ ⋅ ∣′ ⊣ s( ⋅ ), alors il existe un isomorphisme
naturelle de foncteurs ∣ ⋅ ∣ α +3 ∣ ⋅ ∣′ tel que le triangle qui suit commute :
s(∣ ⋅ ∣)
s(α)

id
η ,4
η′
)1 s(∣ ⋅ ∣′)
.
Il se suit que pour tout ensemble simplicial X on a un home´omorphisme d’espaces topologiques
∣X ∣ αX // ∣X ∣′ faisant commutatif le diagramme suivant :
HomTop(∆0top, ∣X ∣)
αX○−

X0
(ηX)0 22
(η′X)0 ,, HomTop(∆0top, ∣X ∣′) ;
donc αX induit un isomorphisme naturelle entre les groupes πm(X,a) de´finis a` partir du foncteur∣ ⋅ ∣ et la transformation naturelle η ou de ∣ ⋅ ∣′ et η′. 
Rappelons le re´sultat suivant :
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The´ore`me 8.4.2. Si n ≥ 0, la cate´gorie des ensembles simpliciaux ∆̂ admet une structure de
cate´gorie de mode`les lorsque :
{ e´quivalences faibles } = {n-e´quivalences faibles } = Wn ,
{ cofibrations } = {monomorphismes } = mono ,
et {fibrations } = {morphismes avec la proprie´te´ de rele`vement
a` droite par rapport a` mono ∩ Wn } = fibn .
En plus, un ensemble simplicial X est un objet fibrant de ( ∆̂ ,Wn,mono,fibn) si et seulement
si X est un complexe de Kan tel que πm(X,a) = 0 pour tout m ≥ n + 1 et tout 0-simplexe a de X.
De´monstration. Dans le Chapitre 9 de [Cis06] on montre que ( ∆̂ ,Wn,mono,fibn) est une
cate´gorie de mode`les a` engendrement cofibrant pour tout 0 ≤ n ≤ ∞.
Si 0 ≤ n < ∞, a` partir de re´sultats plus connus de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ ,W∞,mono,fib∞)
et le The´ore`me 4.7 de [Bar10] on va montrer que ( ∆̂ ,Wn,mono,fibn) est une localisation de
Bousfield a` gauche de ( ∆̂ ,W∞,mono,fib∞) par rapporte a` l’ensemble de morphismes (111) ci-
dessous. Plus explicitement :
On sait bien que ( ∆̂ ,W∞,mono,fib∞) est une cate´gorie de mode`les dont les objets fibrants
sont les complexes de Kan (voir par exemple le The´ore`me 3.6.5 de [Hov99] ou le The´ore`me 3 de
II§3 de [Qui67]). En fait ( ∆̂ ,W∞,mono,fib∞) est une cate´gorie de mode`les propre a` gauche
et combinatoire 2 ; donc d’apre`s le The´ore`me 4.7 de [Bar10] on peut conside´rer la localisation de
Bousfield a` gauche de ( ∆̂ ,W∞,mono,fib∞) par rapport a` l’ensemble des morphismes :
(111) Sn = { ∂∆m+1   αm // ∆m+1 }
m≥n
.
Dans le deux Lemmes suivants on va poser [ ⋅ , ⋅ ]∞ pour noter l’ensemble des morphismes dans
la cate´gorie homotopique ∆̂ [W∞−1].
Lemme 8.4.3. Si m ≥ 0 et X est un ensemble simplicial alors πm(X,a) = 0 pour tout 0-simplexe
a de X si et seulement si la fonction :
[∆m+1,X]∞ (αm)∗ // [∂∆m+1,X]∞ ,
induite par le morphisme ∂∆m+1 
 αm // ∆m+1 dans la cate´gorie homotopique ∆̂ [W∞−1] est bi-
jective.
En particulier, un ensemble simplicial X ve´rifie que πm(X,a) = 0 pour tout m ≥ n et tout
0-simplexe a de X si et seulement si, X est un objet Sn-local de ( ∆̂ ,W∞,mono,fib∞).
De´monstration. Rappelons que siA etB sont deux ensembles simpliciaux, le foncteur re´alisation
ge´ome´trique ∣ ⋅ ∣ induit une bijection entre l’ensemble de morphismes [A,B]∞ de la cate´gorie
homotopique ∆̂ [W−1∞ ], et l’ensemble [∣A∣, ∣B∣]Top des morphismes dans la cate´gorie de fractions
Top[(Wtop∞ )−1] (voir les The´ore`mes 2.4.19, 2.4.23 et 3.6.7 de [Hov99]). D’un autre vu que ∣A∣ est
un complexe cellulaire, l’ensemble [∣A∣, ∣B∣]
Top
est simplement l’ensemble des classes d’homotopie
habituelles des fonctions continues de ∣A∣ vers ∣B∣ (voir le The´ore`me 2.4.19 de [Hov99]).
2. Une cate´gorie de mode`les est dite combinatoire si elle est localement pre´sentable et a` engendrement cofibrant.
Voir la De´finition 1.21 de [Bar10]
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En particulier, si Dm+1 note l’ensemble des x ∈ Rm+1 tels que ∣∣x∣∣ ≤ 1 et on conside`re Smtop comme
e´tant le sous-ensemble des x ∈ Dm+1 tels que ∣∣x∣∣ = 1 ; la fonction :
(112) [∆m+1,X]∞ (αm)∗ // [∂∆m+1,X]∞ ,
s’identifie a` la fonction :
(113) [Dm+1, ∣X ∣]Top // [Smtop, ∣X ∣]Top ,
induite par l’inclusion Smtop
  // Dm+1 ou` [ , ]
Top
note l’ensemble des classes d’homotopie habi-
tuelles des fonctions continues.
D’un autre coˆte´, on se convaincre que (113) est toujours une fonction injective dont l’image sont
les classes d’homotopie de fonctions Smtop
  // ∣X ∣ admettant une extension le long de l’inclusion
S
m
top
  // Dm+1 . En plus, on sait que si f est une fonction continue de Smtop vers un espace topologique
quelconque A, pour m ≥ 1 les e´nonce´s suivants sont e´quivalents :
(i) f repre´sente l’e´le´ment nul du groupe πm(A,a) ou` a = f(1,0, . . . ,0) ∈ A.
(ii) f admet une extension le long de l’inclusion Smtop
  // Dm+1 .
Tandis que pour m = 0 on a les e´nonce´s e´quivalents :
(i) L’image de f est contenue au meˆme composante connexe par arcs de A. (S0top est constitue´
de deux points)
(ii) f admet une extension le long de l’inclusion S0top
  // D1 .

Montrons :
Lemme 8.4.4. Si f ∶ X // Y est un morphisme d’ensembles simpliciaux et n ≥ 0, alors f est
une n-e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux si et seulement si, f est une e´quivalence faible Sn-
locale de ( ∆̂ ,W∞,mono,fib∞), i.e. f ve´rifie que pour tout ensemble simplicial Sn-local Z (voir le
Lemme 8.4.3 ci-dessus) la fonction :
[Y,Z]∞ f∗ // [X,Z]∞ ,
dans la cate´gorie homotopique ∆̂ [W−1∞ ] soit bijective.
De´monstration. Dans la preuve de cet e´nonce´ on aura besoin des proprie´te´s du cosquelette
des ensembles simpliciaux qu’on verra dans §11 ci-dessous.
Rappelons pour commencer que la transformation naturelle de foncteurs :
Hom ∆̂ ( ⋅ , ⋅ ) // [ ⋅ , ⋅ ]∞
de´finie par le foncteur canonique ∆̂ // ∆̂ [W∞−1] , induit une bijection d’ensembles :
π0(Hom ∆̂ (A,B)) ≅ [A,B]∞
pour tout ensemble simplicial A et tout complexe de Kan B. En effet si A est un ensemble simplicial
quelconque alors :
A ⊔A
!!
i0+i1 ''
id+id // A
A ×∆1
proj
DD̃
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est un objet cylindre de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ ,W∞,mono,fib∞), ou` les monomorphismes i0
et i1 sont par de´finition les morphismes compose´s :
A ≅ A ×∆0
A×δ0 // A ×∆1 et A ≅ A ×∆1
A×δ1 // A ×∆1
respectivement.
Soit maintenant f ∶ X // Y un morphisme d’ensembles simpliciaux et Z un ensemble simplicial
quelconque. Remarquons que si on conside`re de remplacements fibrants de f et Z dans la cate´gorie
de mode`les ( ∆̂ ,W∞,mono,fib∞), i.e. un carre´ commutatif et une fle`che :
X

f // Y

X ′
f ′
// Y ′
et
Z

Z ′
,
ou` les morphismes verticaux sont des ∞-e´quivalences faibles de but un complexe de Kan ; alors la
fonction entre les ensembles de morphismes de la cate´gorie ∆̂ [W∞−1] :
(114) [Y,Z]∞ f∗ // [X,Z]∞ ,
s’identifie avec la fonction :
(115) π0(Hom ∆̂ (Y ′, Z ′)) (f
′)∗ // π0(Hom∆̂ (X ′, Z ′)) .
Si on suppose que Z soit un ensemble simplicial Sn-local, il se suit du Lemme 8.4.3 et du
Corollaire 11.0.8 de §11 que le morphisme Z ′ // csqn+1(Z ′) induit d’une unite´ quelconque de
l’adjonction τn ∗ ⊣ τ
∗
n est une ∞-e´quivalence faible entre complexes de Kan. Donc, (115) s’identifie
avec la fonction :
π0(Hom∆̂ (Y ′,csqn+1(Z ′))) (f
′)∗ // π0(Hom∆̂ (X ′,csqn+1(Z ′))) ,
qui d’apre`s le Lemme 11.0.9 s’identifie avec la fonction :
(116) π0(Hom∆̂ (csqn+1(Y ′),csqn+1(Z ′))) csqn+1(f
′)∗// π0(Hom ∆̂ (csqn+1(X ′),csqn+1(Z ′))) .
Si on suppose que f soit une n-e´quivalence faible, il se suit du Corollaire 11.0.8 que csqn+1(f ′)
est une ∞-e´quivalence faible, i.e. (116) est une fonction bijective. Donc, si f est une n-e´quivalence
faible la fonction (114) est bijective pour tout ensemble simplicial Sn-local Z, c’est-a`-dire, f est une
e´quivalence faible Sn-locale.
Soit maintenant f ∶ X // Y une e´quivalence faible Sn-locale, et conside´rons un remplacement
fibrant de f dans la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ ,W∞,mono,fib∞), i.e. un carre´ commutatif :
X

f // Y

X ′
f ′
// Y ′ ,
ou` les morphismes verticaux sont des ∞-e´quivalences faibles de but un complexe de Kan.
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Remarquons par ailleurs que d’apre`s le Corollaire 11.0.8 et le Lemme 8.4.3 les ensembles sim-
pliciaux csqn+1X
′ et csqn+1Y
′ sont Sn-locaux ; en particulier, la fonction :
(117) [Y,csqn+1X ′]∞
≅
f∗ // [X,csqn+1X ′]∞
≅
π0(Hom∆̂ (Y ′,csqn+1X ′)) (f ′)∗ // π0(Hom∆̂ (X ′,csqn+1X ′)) ,
est bijective.
D’un autre coˆte´, graˆce au Lemme 11.0.9 la fonction bijective (117) s’identifie avec la fonction :
(118) π0(Hom ∆̂ (csqn+1Y ′,csqn+1X ′))
≅
csqn+1(f ′)∗// π0(Hom ∆̂ (csqn+1X ′,csqn+1X ′))
≅[csqn+1Y ′,csqn+1X ′]∞ csqn+1(f ′)∗ // [csqn+1X ′,csqn+1X ′]∞ .
Soit g ∶ csqn+1Y
′ // csqn+1X
′ un morphisme dans la cate´gorie de fractions ∆̂ [W−1∞ ], tel
que le compose´ g ○ csqn+1(f ′) soit le morphisme identite´ de l’objet csqn+1X ′ dans cette cate´gorie
homotopique.
On ve´rifie alors que la fonction compose´e :
[csqn+1X ′,csqn+1Y ′]∞ g
∗
// [csqn+1Y ′,csqn+1Y ′]∞csqn+1(f
′)∗// [csqn+1X ′,csqn+1Y ′]∞ ,
est e´gale a` la fonction identite´ ; donc :
[csqn+1Y ′,csqn+1Y ′]∞csqn+1(f
′)∗// [csqn+1X ′,csqn+1Y ′]∞ g
∗
// [csqn+1Y ′,csqn+1Y ′]∞ ,
est aussi e´gale a` la fonction identite´, parce que la fle`che :
[csqn+1Y ′,csqn+1Y ′]∞ csqn+1(f
′)∗// [csqn+1X ′,csqn+1Y ′]∞ ,
est bijective.
Donc g ○ csqn+1(f ′) et csqn+1(f ′) ○ g sont des morphismes identite´ dans la cate´gorie ∆̂ [W−1∞ ].
Autrement dit, csqn+1(f ′) est une∞-e´quivalence faible. Donc, f est une n-e´quivalence faible d’apre`s
le Corollaire 11.0.8. 
D’apre`s le The´ore`me 4.7 de [Bar10] et les Lemmes 8.4.3 et 8.4.4 qu’on vient de montrer, on a
que ( ∆̂ ,Wn,mono,fibn) est une cate´gorie de mode`les propre a` gauche et combinatoire dont les
objets fibrants sont les complexes de Kan X tels que πm(X,a) = 0 pour tout m ≥ n + 1 et tout
0-simplexe a de X . 
Montrons aussi :
Lemme 8.4.5. La cate´gorie carte´sienne ferme´e des ensembles simpliciaux ∆̂ munie de la struc-
ture de cate´gorie de mode`les ( ∆̂ ,Wn,mono,fibn) du The´ore`me 8.4.2 est une cate´gorie de mode`les
mono¨ıdale syme´trique dans le sens de [Hov99] (voir De´finition 4.2.6 de [Hov99] ou De´finition 1.27
de [Bar10]).
De´monstration. D’apre`s les De´finitions 4.2.1 et 4.2.6 de [Hov99] il faut de´montrer que si
X
j // Y et Z
q // W sont de monomorphismes des ensembles simpliciaux, alors le morphisme ϕ
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dans le diagramme somme amalgame´e suivant :
(119) Z ⊗X
Z⊗ j

q⊗X // W ⊗X
Z̃⊗ j

W⊗ j

Z ⊗ Y q̃⊗X //
q⊗Y
00
Z ⊗ Y ⊔
Z⊗X
W ⊗X
ϕ ((
W ⊗ Y ,
est un monomorphisme de ∆̂ , laquelle est aussi une n-e´quivalence faible lorsque un de deux mor-
phismes j ou q le soit.
Vu que dans ce cas le foncteur ⊗ est le produit carte´sien argument par argument, il se suit que
pour X
j // Y et Z
q // W de monomorphismes d’ensembles simpliciaux, les morphismes Z ⊗ j,
W ⊗ j, q ⊗ X et q ⊗ Y dans le diagramme (119) sont aussi de monomorphismes. En particulier,
les morphismes Z̃ ⊗ j et q̃ ⊗X sont de monomorphismes ; donc, ϕ est aussi un monomorphisme (Il
suffit de ve´rifier ces assertions pour la cate´gorie des ensembles).
Enfin, si on suppose que le morphisme j (resp. q) soit en plus une n-e´quivalence faible ; vu que
les foncteurs πi commutent aux produit finis, les morphismes Z ⊗ j et W ⊗ j (resp. q ⊗X et q ⊗ Y )
sont des monomorphismes et des n-e´quivalences faibles aussi. En particulier, Z̃ ⊗ j (resp. q̃ ⊗X) est
un monomorphisme et une n-e´quivalence faible, car la famille de morphismes mono∩Wn est stable
par cochangement de base (vrais pour toute cate´gorie de mode`les). Donc, ϕ est une n-e´quivalence
faible parce que Wn satisfait a` la proprie´te´ de deux-sur-trois. 
On pose Hon( ∆̂ ) pour noter la cate´gorie des n-types d’homotopie (topologiques) i.e. la cate´gorie
homotopique ∆̂ [W−1n ] de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ ,Wn,mono,fibn) du The´ore`me 8.4.2, et on
de´signe par [ ⋅ , ⋅ ]n l’ensemble des morphismes dans Hon( ∆̂ ). Si X est un ensemble simplicial, la
classe d’e´quivalence associe´e a` X dans l’ensemble (ou la classe) des objets a` isomorphisme pre`s de
la cate´gorie Hon( ∆̂ ), est appele´e le n-type d’homotopie de X .
D’apre`s le Lemme 8.4.5 la cate´gorie des n-types d’homotopie Hon( ∆̂ ) est une cate´gorie carte´-
sienne ferme´e (voir le Lemme 2.1.2 ci-dessus et §4.3 de [Hov99]), dont l’objet des morphismes (le
”hom” interne) est le complexe de fonction de´rive´ RHom∆̂ (de´fini par la localisation simpliciale de
[DK80a, DK80c, DK80b], ou construit a` partir de re´solutions fibrants et cofibrants comme dans
§5.4 de [Hov99] ou le Chapitre 18 de [Hir03]).
La cate´gorie des n-types d’homotopie munie d’une telle structure de cate´gorie carte´sienne ferme´e
est dite quelquefois la cate´gorie homotopique des n-groupo¨ıdes.
Vu qu’on est dans le cadre d’une cate´gorie de mode`les dont tous les objets sont cofibrants
( ∆̂ ,Wn,mono,fibn), il est possible de construire la cate´gorie homotopique des n-groupo¨ıdes plus
directement : Appelons un ensemble simplicial X n-fibrant si X est un objet fibrant de la cate´gorie
de mode`les ( ∆̂ ,Wn,mono,fibn) du The´ore`me 8.4.2, c’est-a`-dire si X est un complexe de Kan tel
que πm(X,a) = 0 pour tout m ≥ n + 1 et tout 0-simplexe a de X . On pose Fibn pour noter la
sous-cate´gorie pleine de ∆̂ dont les objets sont les ensembles simpliciaux n-fibrants.
Remarquons :
Lemme 8.4.6. Soit 0 ≤ n ≤ ∞. Si X et Y sont des ensembles simpliciaux n-fibrants le produit
carte´sienne argument par argument X × Y et l’ensemble des morphismes Hom∆̂ (X,Y ) sont des
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ensembles simpliciaux n-fibrants. Autrement dit, la cate´gorie Fibn est une sous-cate´gorie carte´sienne
ferme´e de ∆̂ .
De´monstration. Le produit de deux ensembles simpliciaux n-fibrants est un ensemble simpli-
cial n-fibrant parce que la famille des objets fibrants d’une cate´gorie de mode`les est toujours stable
par produits.
D’un autre si X et Y sont des objets fibrants de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ ,Wn,mono,fibn),
on de´duit du Lemme 8.4.5 (voir par exemple le Lemme 4.2.2 de [Hov99]) que l’ensemble simplicial
Hom∆̂ (X,Y ) est aussi un objet fibrant, c’est-a`-dire un ensemble simplicial n-fibrant, vu que tous
les objets de ( ∆̂ ,Wn,mono,fibn) sont des objets cofibrants. 
On de´finit la cate´gorie homotopique hFibn de la cate´gorie Fibn des ensembles simpliciaux
n-fibrants comme e´tant la cate´gorie dont les objets sont les ensembles simpliciaux n-fibrants et
l’ensemble de morphismes est l’ensemble des composantes connexes par arcs π0(Hom ∆̂ ). Il se suit
aussi-toˆt que le foncteur d’inclusion de Fibn vers ∆̂ induit une e´quivalence de cate´gories entre
hFibn et la cate´gorie des n-types d’homotopie Hon( ∆̂ ).
Enfin remarquons que dans la cate´gorie carte´sienne ferme´e hFibn le foncteur Hom ∆̂ est l’objet
des morphismes (le ”hom” interne), tandis que dans la cate´gorie carte´sienne ferme´e des n-types
d’homotopie Hon( ∆̂ ) l’objet des morphismes est le complexe de fonction de´rive´ RHom∆̂ .
§8.5. On de´signe par ∆̂ ⋆ la cate´gorie des ensembles simpliciaux pointe´s, i.e. la cate´gorie des
couples X = (X,x), ou` X est un ensemble simplicial et x ∶ ⋆ // X est un morphisme de l’ensemble
simplicial final ⋆ vers X . Un morphisme de (X,x) vers (Y, y) est une fle`che f ∶ X // Y de ∆̂
telle que fx = y.
De fac¸on e´quivalente, si Ens⋆ note la cate´gorie des ensembles pointe´s, i.e. la cate´gorie des couples
X = (X,x), ou` X est un ensemble et x ∶ ⋆ // X est une fonction de l’ensemble ponctuel ⋆ vers
X ; la cate´gorie ∆̂ ⋆ est isomorphe a` la cate´gorie des pre´faisceaux de la cate´gorie des simplexes ∆ a`
valeurs dans la cate´gorie Ens⋆.
En tout cas, on ve´rifie que le foncteur canonique π ∶ ∆̂ ⋆ // ∆̂ de´fini par la re`gle (X,x) ↦X ,
admet un adjoint a` gauche ( ⋅ )+ ∶ ∆̂ // ∆̂ ⋆ , de´fini dans un objet A de ∆̂ comme le coproduit
A+ = A ⊔ ⋆, pointe´ par le morphisme canonique ⋆ // A ⊔ ⋆ .
Rappelons que la cate´gorie ∆̂ ⋆ admet une structure de cate´gorie mono¨ıdale syme´trique ferme´e,
lorsque le tenseur est le produit wedge :
∆̂ ⋆ × ∆̂ ⋆
⋅ ∧ ⋅ // ∆̂ ⋆ ,
de´fini dans deux ensembles simpliciaux pointe´s X = (X,x) et Y = (Y, y), par un carre´ cocarte´sien
dans la cate´gorie ∆̂ :
(120) ⋆ // X ∧ Y
(X × ⋆) ⊔ ( ⋆ ×Y ) //
OO
X × Y .
OO
L’unite´ du produit wedge est l’ensemble simplicial constant a` valeurs ⋆+ = ⋆⊔⋆, l’isomorphisme
de syme´trie est induit de l’isomorphisme canonique X × Y ≅ Y ×X d’ensembles simpliciaux, et le
cotenseur :
∆̂
op
⋆ × ∆̂ ⋆
hom∧
∆̂⋆
( ⋅ , ⋅ )
// ∆̂ ⋆ ,
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est le foncteur de´fini dans deux ensembles simpliciaux pointe´s X = (X,x) et Y = (Y, y) par la
formule :
(121) hom∧
∆̂ ⋆
(X,Y )n = (Hom ∆̂ ⋆(X ∧∆n+ , Y ), y) si n ≥ 0.
Corollaire 8.5.1. Soit 0 ≤ n ≤∞. La cate´gorie des ensembles simpliciaux pointe´s ∆̂ ⋆ munie
de la structure de cate´gorie mono¨ıdale syme´trique donne´e par le produit wedge, admet une structure
de cate´gorie de mode`les mono¨ıdale syme´trique lorsque :
{ e´quivalences faibles } = {f ∶ (X,x) // (Y, y) ∣ f ∶ X // Y ∈Wn } = π−1Wn ,
{ cofibrations } = {monomorphismes } = mono
et {fibrations} = {f ∶ (X,x) // (Y, y) ∣ f ∶ X // Y ∈ fibn } = π−1fibn .
En particulier,
(122) ∆̂ ⋆ ⊥
π =Fonteur d’oubli
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( ⋅ )+
yy
∆̂
est une adjonction de Quillen.
De´monstration. D’apre`s la Proposition 4.2.9 de [Hov99], ceci est une conse´quence du The´ore`me
8.4.2 et le Lemme 8.4.5 ci-dessus. 
On de´signe par Hon( ∆̂ ⋆ ) la cate´gorie des n-types d’homotopie pointe´s, i.e. la cate´gorie homo-
topique de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ ⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn), et on note [ ⋅ , ⋅ ]pointe´n l’ensemble
des morphismes dans Hon( ∆̂ ⋆). Si X est un ensemble simplicial pointe´, la classe associe´e a` X
dans l’ensemble des objets a` isomorphisme pre`s de la cate´gorie Hon( ∆̂ ⋆ ), est appele´e le n-type
d’homotopie pointe´ de X .
§8.6. Si m ≥ 0 posons Sm ∶= ∆m/∂∆m pour noter la m-sphe`re simpliciale, i.e. l’ensemble
simplicial de´fini par un carre´ cocarte´sien de ∆̂ :
⋆
⋆ // Sm
∂∆m
αm−1
//
OO
∆m ,
OO
ou` ⋆ note l’ensemble simplicial constant a` valeurs l’ensemble ponctuel.
E´tant donne´ un ensemble simplicial X et a ∈ X0 ; du Lemme de Yoneda et de la proprie´te´
universelle de tout carre´ cocarte´sien, on de´duit une bijection entre l’ensemble Xm des m-simplexes
x de X avec la proprie´te´ :
αm−1X (x) = (d0x, . . . , dmx) = (a, . . . , a) ∈Xm−1 × ⋅ ⋅ ⋅ ×Xm−1´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
m+1
,
et l’ensemble des morphisme d’ensembles simpliciaux :
(123) Sm
σx // X ve´rifiant que σx0 (⋆) = a ∈ X0 .
Si on se fixe une e´quivalence homotopique d’espaces topologiques,
S
m
top
Φ
≅
// ∣Sm∣ ,
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on obtient une fonction naturelle en X :
(124) {x ∈Xm ∣ di(x) = a 0 ≤ i ≤m} // πm(X,a)
x z→
La classe
d’homotopie
pointe´e de ∣σx∣ ○Φ.
.
Proposition 8.6.1. Si X est un complexe de Kan, la fonction (124) est surjective et identifie
deux e´le´ments x et y si et seulement si, il existe w ∈Xm+1 tel que :
dm+1w = x, dmw = y et diw = a pour 0 ≤ i ≤m − 1.
De´monstration. On a de´finit πm(X,a) comme e´tant l’ensemble des classes a` homotopies
pointe´es pre`s des fonctions continues pointe´es :
(Smtop,⋆) // (∣X ∣, a) .
Vu que l’espace topologique Smtop admet une structure de complexe cellulaire, l’ensemble πm(X,a)
s’identifie alors a` l’ensemble des morphismes [(Smtop,⋆), (∣X ∣, a)]Top∗ de la cate´gorie de fractions
Top∗[(Wtop∞ )−1] (voir le Corollaire 2.4.20 et le The´ore`me 2.4.19 de [Hov99]). Donc, a` l’aide de
l’e´quivalence faible Smtop
Φ
≅
// ∣Sm∣ , on obtient une bijection [(∣Sm∣,⋆), (∣X ∣, a)]Top∗ ≅ πm(X,a).
D’un autre rappelons que le foncteur ∣ ⋅ ∣ de´termine une bijection entre [(∣Sm∣,⋆), (∣X ∣, a)]Top∗
et l’ensemble de morphismes [(Sm,⋆), (X,a)]pointe´∞ de la cate´gorie homotopique ∆̂ ⋆[W−1∞ ] (Voir le
The´ore`me 3.6.7 et le Corollaire 2.4.24 de [Hov99]).
Si on suppose que X soit un complexe de Kan, on de´duit une bijection :
(125) π0(Hom∆̂ ⋆((Sm,⋆), (X,a))) ≅ // πm(X,a) ,
[σ] ✤ // [∣σ∣ ○Φ]
de´finie dans la classe d’un morphisme d’ensembles simpliciaux :
S
m σ // X ve´rifiant que σ0(⋆) = a ,
comme la classe a` homotopie pointe´e pre`s du morphisme :
S
m
top
Φ
≅
// ∣Sm+1∣ ∣σ∣ // ∣X ∣ ,
On obtient ainsi un carre´ commutatif :
(126) Hom∆̂ ⋆((Sm,⋆), (X,a))0 ≅ //

{x ∈Xm ∣ di(x) = a 0 ≤ i ≤m}
(124)

π0(Hom∆̂ ⋆((Sm,⋆), (X,a))) ≅(125) // πm(X,a) ;
en particulier la fonction (124) est surjective.
Pour montrer la Proposition il suffit de voir que si ∆m
x,y // X sont deux morphismes tels
que les compose´s ∂∆m
αm−1 // ∆m
x,y // X sont e´gaux au morphisme constant ∂∆m // ⋆
a // X ,
alors :
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Il existe un morphisme ∆m ×∆1
H // X tel que ∂∆m ×∆1
αm−1×∆1 // ∆m ×∆1
H // X est
le morphisme constant ∂∆m ×∆1 // ⋆
a // X et :
(127) ∆m ×∆0
proj
≅
//
∆m×δ1 ((
∆m x
%%
∆m ×∆1 H // X
∆m ×∆0
proj
≅ //
∆m×δ0
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sont de diagrammes commutatifs si et seulement si, il existe un morphisme ∆m+1
w // X tel que
le compose´ ∆m
δi // ∆m+1
w // X est e´gal a` x si i =m+1, e´gal a` y si i =m et e´gal au morphisme
constant ∆m // ⋆
a // X si 0 ≤ i ≤m − 1.
Supposons pour commencer qu’on a un morphisme ∆m ×∆1
H // X comme ci-dessus. Pour
montrer l’existence du morphisme ∆m+1
w // X avec les proprie´te´s de´sire´es, on va construire un
carre´ commutatif :
(128) (∆m+1 ×∆0) ⊔
(∂∆m+1×∆0)
(∂∆m+1 ×∆1) ψ //
φ

X

∆m+1 ×∆1 // ⋆ ,
ou` l’ensemble simplicial (∆m+1 ×∆0) ⊔
(∂∆m+1×∆0)
(∂∆m+1 ×∆1) est le coproduit fibre´ des morphismes :
∂∆m+1 ×∆0
∂∆m+1×δ1 //
αm×∆0

∂∆m+1 ×∆1 ,
∆m+1 ×∆0
de la fac¸on suivante :
φ est de´duit de la proprie´te´ universelle des carre´s cocarte´siens a` partir du carre´ commutatif :
∂∆m+1 ×∆0
∂∆m+1×δ1 //
αm×∆0

∂∆m+1 ×∆1
αm×∆1

∆m+1 ×∆0
∆m+1×δ1
// ∆m+1 ×∆1 .
et ψ a` partir du carre´ commutatif :
(129) ∂∆m+1 ×∆0
∂∆m+1×δ1 //
αm×∆0

∂∆m+1 ×∆1
ψ1

∆m+1 ×∆0
ψ2
// X ;
ou` ψ2 est le compose´ ∆
m+1 ×∆0
proj // ∆m+1
σm // ∆m
x // X .
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Pour de´finir ψ1 on voit l’ensemble simplicial ∂∆
m+1×∆1 comme le conoyau de la double fle`che :
⊔
0≤i<j≤m+1
(∆m−1 ×∆1)
⊔
i<j
(νi○δm−1j−1 ×∆1)
//
⊔
i<j
(νj○δm−1i ×∆1)
// ⊔0≤l≤m+1(∆m ×∆1) ,
ou` νl note l’inclusion de la l-ie`me composante ∆
m 
 // ⊔
0≤l≤m+1
∆m ; alors ψ1 est de´finit comme le
morphisme induit par ⊔
0≤l≤m+1
(∆m ×∆1) ⊔lρl // X ou` les ρl sont donne´s par les re`gles :
ρ0 = ⋯ = ρm−1 = ( ∆m ×∆1 constant a` valeurs a // X )
ρm = ( ∆m ×∆1 H // X ) et ρm+1 = ( ∆m ×∆1 proj // ∆m x // X )
On ve´rifie que (129) est bien un carre´ commutatif, en remarquant qu’on a de diagrammes
commutatifs pour tout 0 ≤ i ≤m + 1 :
∆m ×∆0
∆m×δ1 //
δi×∆
0

∆m ×∆1
ρi

∆m+1 ×∆0
ψ2
// X
Maintenant qu’on a construit les morphismes φ et ψ du carre´ (128), remarquons que φ est en
fait un monomorphisme et une ∞-e´quivalence faible ; en particulier, vu que par hypothe`se X est
un complexe de Kan on de´duit l’existence d’un morphisme ∆m+1 ×∆1
ξ // X dans un triangle
commutatif :
(130) (∆m+1 ×∆0) ⊔
(∂∆m+1×∆0)
(∂∆m+1 ×∆1) ψ //
φ

X
∆m+1 ×∆1
ξ
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Posons w = ( ∆m+1
≅
proj−1// ∆m+1 ×∆0
∆m+1×δ0 // ∆m+1 ×∆1
ξ // X ). On ve´rifie alors que le
compose´ w ○di est e´gal au morphisme ∆
m
≅
proj−1// ∆m ×∆0
δi×δ0 // ∆m ×∆1
ξ // X , que d’apre`s
le triangle (130) est e´gale au morphisme ∆m
≅
proj−1// ∆m ×∆0
∆m×δ0 // ∆m ×∆1
ρi // X pour tout
0 ≤ i ≤m + 1.
De la de´finition des morphismes ρi on de´duit que w ○ di = a si 0 ≤ i ≤ m − 1, w ○ dm = y et
w ○ dm+1 = x comme de´sire´.
Re´ciproquement supposons qu’on part d’un morphisme ∆m+1
w // X tel que w ○ di = a si
0 ≤ i ≤m−1, w ○dm = y et w ○dm+1 = x. Pour montrer l’existence du morphisme ∆
m ×∆1
H // X
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cherche´, on conside`re par ailleurs un carre´ commutatif :
(131) (∆m+1 × ∂∆1) ⊔
(Λm+1,m×∂∆1)
(Λm+1,m ×∆1) ψ //
φ

X

∆m+1 ×∆1 // ⋆ ,
ou` l’ensemble simplicial (∆m+1 × ∂∆1) ⊔
(Λm+1,m×∂∆1)
(Λm+1,m ×∆1) est le coproduit fibre´ des morphismes :
Λm+1,m × ∂∆1
Λm+1,m×α0 //
αm,m×∂∆1

Λm+1,m ×∆1
∆m+1 × ∂∆1
Le morphisme φ de (131) est de´duit du carre´ commutatif :
Λm+1,m × ∂∆1
Λm+1,m×α0 //
αm,m×∂∆1

Λm+1,m ×∆1
αm,m×∆1

∆m+1 × ∂∆1
∆m+1×α0
// ∆m+1 ×∆1
et le morphisme ψ du carre´ :
(132) Λm+1,m × ∂∆1
Λm+1,m×α0 //
αm,m×∂∆1

Λm+1,m ×∆1
ψ1

∆m+1 × ∂∆1
ψ2
// X
qu’on de´finit comme suit : Pour de´finir ψ2 remarquons qu’on a un carre´ cocarte´sien :
∅ //

∆m+1 ×∆0
∆m+1×δ1

∆m+1 ×∆0
∆m+1×δ0
// ∆m+1 × ∂∆1
ou` δi est la seul fle`che tel que ( ∆0 δi // ∆1 ) = ( ∆0 δi // ∂∆1 α0 // ∆1 ) ; alors ψ2 est le mor-
phisme induit par le carre´ commutatif :
∅ //

∆m+1 ×∆0
proj
∆m+1
σm
∆m
x

∆m+1 ×∆0
proj
// ∆m+1
w
// X
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Le morphisme ψ1 est de´finit en voyant l’ensemble simplicial Λ
m+1,m ×∆1 comme le conoyau de
la double fle`che :
⊔
0≤i<j≤m+1
i,j≠m
(∆m−1 ×∆1)
⊔
i<j
(νi○δm−1j−1 ×∆1)
//
⊔
i<j
(νj○δm−1i ×∆1)
// ⊔0≤l≤m+1
l≠m
(∆m ×∆1) ,
ou` νl note l’inclusion de la l-ie`me composante ∆
m 
 // ⊔
0≤l≤m+1
l≠m
∆m ; alors ψ1 est de´finit comme le
morphisme induit par ⊔
0≤l≤m+1
l≠m
(∆m ×∆1) ⊔l τl // X ou` les τl sont donne´s par les re`gles :
τ0 = ⋯ = τm−1 = ( ∆m ×∆1 constant a` valeurs a // X )
et
τm+1 = ( ∆m ×∆1 proj // ∆m x // X )
Pour montrer que le carre´ (132) est commutatif, il suffit de remarquer qu’on a des diagrammes
commutatifs :
∆m ×∆0
δi×∆
0
//
∆m×δ1

∆m+1 ×∆0
x○σm○proj

∆m ×∆1
τi
// X
et
∆m ×∆0
δi×∆
0
//
∆m×δ0

∆m+1 ×∆0
w○proj

∆m ×∆1
τi
// X
toujours que 0 ≤ i ≤m + 1 avec i ≠m.
Apre`s avoir de´fini les morphismes φ et ψ du carre´ (131), on note que φ est un monomorphisme
et une ∞-e´quivalence faible. Donc, vu que X est un complexe de Kan il existe un morphisme
∆m+1 ×∆1
ξ // X comme dans le triangle commutatif :
(133) (∆m+1 × ∂∆1) ⊔
(Λm+1,m×∆1)
(Λm+1,m ×∆1) ψ //
φ

X
∆m+1 ×∆1
ξ
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On de´finit H = ( ∆m ×∆1 δm×∆1 // ∆m+1 ×∆1 ξ // X ).
Pour montrer que ∂∆m ×∆1
αm−1×∆1 // ∆m ×∆1
H // X est le morphisme constant a` valeurs
a, il suffit de montrer que ∆m−1 ×∆1
(δm○δi)×∆1 // ∆m+1 ×∆1
ξ // X est le morphisme constant a`
valeurs a quelque soit 0 ≤ i ≤m. Mais du diagramme commutatif (133) on de´duit que le morphisme
compose´ ξ ○ ((δm ○ δi) ×∆1) est e´gale au morphisme ∆m−1 ×∆1 δm,i×∆1 // Λm+1,m ×∆1 ψ1 // X ou`
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δm,i est le seul morphisme dans le triangle commutatif :
Λm+1,m
αm,m

∆m−1
δi
//
δm,i
33
∆m
δm
// ∆m+1 ;
donc, il est constant a` valeurs a parce que ∆m−1 ×∆1
δj×∆
1
// ∆m ×∆1
τi // X l’est quelques
soient 0 ≤ i, j ≤m.
Finalement pour montrer qu’on a un diagramme commutatif :
(134) ∆m ×∆0
proj //
∆m×δ1 ''
∆m x
%%
∆m ×∆1 H // X ,
∆m ×∆0 proj //
∆m×δ0
77
∆m y
99
remarquons que d’apre`s le triangle commutatif (133) on a des carre´s commutatifs :
∆m ×∆0
proj //
∆m×δ0

∆m
w○δm =y

∆m ×∆1
H
// X
et
∆m ×∆0
proj //
∆m×δ1

∆m
x○σm○δm =x

∆m ×∆1
H
// X .

Rappelons aussi :
Proposition 8.6.2. Soit X un complexe de Kan. Si x, y et w sont de m-simplexes de X tels
que :
αmX(x) = αmX(y) = αmX(w) = (a, . . . , a);
alors, α(x)α(y) = α(w) (ou` α est la fonction (124) ci-dessus) si et seulement si, il existe z ∈ Xm+1
tel que :
dm+1z = x, dmz = w, dm−1z = y et diz = a pour 0 ≤ i ≤m − 2.
9. Cate´gories de mode`les simpliciaux d’ordre n
§9.1. Si 0 ≤ n ≤∞, une cate´gorie de mode`les (C,W,cof ,fib,HomC) enrichie dans la cate´gorie
de mode`les mono¨ıdale ( ∆̂ ,Wn,mono,fibn,×) du Lemme 8.4.5 est appele´e une cate´gorie de mode`les
simpliciale d’ordre n.
De fac¸on explicite (voir la De´finition 4.2.18 de [Hov99]), une cate´gorie de mode`les simpliciale
d’ordre n est une cate´gorie C, munie d’une structure de cate´gorie de mode`les (C,W,cof ,fib) et d’un
enrichissement dans la cate´gorie carte´sienne ferme´e des ensembles simpliciaux ∆̂ (voir [Kel82]) :
Cop × C
HomC( ⋅ , ⋅ ) // ∆̂ ,
ve´rifiant les deux proprie´te´s suivantes :
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CMS1. L’enrichissement est tensore´ et cotensore´, i.e. si X et Y sont des objets quelconques
de C, on a des adjonctions :
(135) C ⊥
HomC(X, ⋅ )
99
X⊗ ⋅
yy
∆̂ et Cop ⊥
HomC( ⋅ ,Y )
99
Y ⋅
yy
∆̂ .
CMS2. Si A
j // B est un monomorphisme d’ensembles simpliciaux et X
q // Y une cofi-
bration de C, alors le morphisme ϕ dans le diagramme somme amalgame´e suivant :
(136) X ⊗A
X⊗ j

q⊗A // Y ⊗A

Y ⊗ j

X ⊗B //
q⊗B
00
X ⊗B ⊔
X⊗A
Y ⊗A
ϕ ((
Y ⊗B ,
est une cofibration de C, laquelle est aussi une e´quivalence faible si j est une n-e´quivalence
faible d’ensembles simpliciaux, ou si q est une e´quivalence faible de C.
Remarquons que si (C,W,cof ,fib,HomC) est une cate´gorie de mode`les simpliciale d’ordre n
et on note [ ⋅ , ⋅ ]W l’ensemble des morphismes de la cate´gorie des fractions C[W−1] ; alors la
transformation naturelle :
HomC( ⋅ , ⋅ ) // [ ⋅ , ⋅ ]W
induit une bijection :
π0(HomC(X,Y )) ≅ [X,Y ]W
toujours que X soit un objet cofibrant de C et Y un objet fibrant.
En effet, de la proprie´te´ CMS2 il se suit que si X est un objet cofibrant de C alors :
X ⊔X
!!
i0+i1 ''
id+id // X
X ⊗∆1
p
CC̃
est un objet cylindre de la cate´gorie de mode`les (C,W,cof ,fib), ou` p est l’e´quivalence faible :
X ⊗∆1
X⊗σ0 // X ⊗∆0 ≅ X
et les cofibrations i0 et i1 sont les morphismes compose´s :
X ≅ X ⊗∆0
X⊗δ0 // X ⊗∆1 et X ≅ X ⊗∆0
X⊗δ1 // X ⊗∆1
respectivement.
Plus encore :
Lemme 9.1.1. Soit 0 ≤ n ≤ ∞ et (C,W,cof ,fib,HomC) une cate´gorie de mode`les simpliciale
d’ordre n. Si X est un objet cofibrant de C et Y un objet fibrant, le type d’homotopie de l’ensemble
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simplicial HomC(X,Y ), est e´gale au complexe de fonction de´rive´ RHomC(X,Y ) de´fini par la loca-
lisation simpliciale L(C,W) de [DK80a, DK80c, DK80b], ou construit a` partir de re´solutions
fibrants et cofibrants comme dans §5.4 de [Hov99] ou le Chapitre 18 de [Hir03].
De´monstration. Si (C,W,cof ,fib,HomC) est une cate´gorie de mode`les simpliciale d’ordre n
et on se donne un autre nombre m tel que n ≤ m ≤ ∞, alors on a que (C,W,cof ,fib,HomC) est
aussi une cate´gorie de mode`les simpliciale d’ordre m parce que dans ce cas Wm ⊂Wn. Il se suit en
particulier que (C,W,cof ,fib,HomC) est une cate´gorie de mode`les simpliciale d’ordre ∞.
Le re´sultat est une conse´quence du Corollaire 4.7 de §4.3 dans [DK80b]. 
On de´finit une cate´gorie de mode`les simpliciale pointe´e d’ordre n, comme une cate´gorie de
mode`les enrichie dans la cate´gorie de mode`les mono¨ıdale ( ∆̂ ⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn,∧) du Co-
rollaire 8.5.1.
Explicitement, une cate´gorie de mode`les simpliciale pointe´e d’ordre n est une cate´gorie C, munie
d’une structure de cate´gorie de mode`les (C,W,cof ,fib) et d’un enrichissement dans la cate´gorie
mono¨ıdale syme´trique ferme´e ( ∆̂ ⋆,∧) :
Cop × C
Hom
pointe´
C ( ⋅ , ⋅ ) // ∆̂ ⋆ ,
ve´rifiant les proprie´te´s suivantes :
CMS1pointe´. L’enrichissement est tensore´ et cotensore´, i.e. si X et Y sont des objets quel-
conques de C, on a des adjonctions :
(137) C ⊥
Hompointe´
C
(X, ⋅ )
99
X∧ ⋅
yy
∆̂ ⋆ et C
op ⊥
Hom
pointe´
C ( ⋅ ,Y )
99
Y ∧ ⋅
yy
∆̂ ⋆ .
CMS2pointe´. Si A
j // B est un monomorphisme d’ensembles simpliciaux pointe´s et X
q // Y
une cofibration de C, alors le morphisme ψ dans le diagramme somme amalgame´e suivant :
(138) X ∧A
X∧ j

q ∧A // Y ∧A

Y ∧ j

X ∧B //
q ∧B
00
X ∧B ⋁
X∧A
Y ∧A
ψ ((
Y ∧B ,
est une cofibration de C, laquelle est aussi une e´quivalence faible si j est une n-e´quivalence
faible d’ensembles simpliciaux pointe´s, ou si q est une e´quivalence faible de C.
De fac¸on e´quivalente :
Lemme 9.1.2. Si (C,W,cof ,fib) est une cate´gorie de mode`les, munie d’un enrichissement dans
la cate´gorie carte´sienne ferme´e des ensembles simpliciaux :
Cop × C
HomC( ⋅ , ⋅ ) // ∆̂ ;
alors les e´nonce´s suivants sont e´quivalents :
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(i) (C,W,cof ,fib,HomC) est une cate´gorie mode`les simpliciale d’ordre n et C est une cate´gorie
pointe´e ( i.e. si ∅ est un objet initial de C et ⋆ est un objet final, le seul morphisme ∅ // ⋆
est un isomorphisme).
(ii) Le foncteur HomC( ⋅ , ⋅ ) admet une extension :
Cop × C
Hompointe´C ( ⋅ , ⋅ ) // ∆̂ ⋆ ,
le long du foncteur qu’oublie π ∶ ∆̂ ⋆ // ∆̂ tel que (C,W,cof ,fib,Hompointe´C ) soit une
cate´gorie de mode`les simpliciale pointe´e d’ordre n.
De´monstration. Rappelons d’ailleurs la preuve de l’affirmation suivante : E´tant donne´e une
cate´gorie C munie d’un objet initial ∅ et d’un objet final ⋆, si on se donne un enrichissement de C
dans la cate´gorie carte´sienne ferme´e ∆̂ :
Cop × C
HomC( ⋅ , ⋅ ) // ∆̂ ,
les e´nonce´s suivants sont e´quivalents :
(i) La cate´gorie C est pointe´e, i.e. le seul morphisme ∅ // ⋆ est un isomorphisme.
(ii) Le foncteur HomC( ⋅ , ⋅ ) admet une extension :
Cop × C
Hom
pointe´
C ( ⋅ , ⋅ ) // ∆̂ ⋆ ,
le long du foncteur π ∶ ∆̂ ⋆ // ∆̂ .
En effet, si on suppose que C est une cate´gorie pointe´e, on de´finit pour X et Y des objets de C
l’ensemble simplicial pointe´ :
(139) Hompointe´C (X,Y ) = (HomC(X,Y ),⋆YX) ,
ou` ⋆YX note le morphisme null X
// ⋆ ≅ ∅ // Y . On montre facilement que Hompointe´C est bien
un bifoncteur.
Re´ciproquement, supposons que HomC admet une extension Hom
pointe´
C le longe du foncteur
d’oubli π ∶ ∆̂ ⋆ // ∆̂ ; alors l’ensemble simplicial HomC(⋆,∅) est non vide, i.e. le morphisme
canonique ∅ // ⋆ est un isomorphisme.
Deuxie`mement, e´tant donne´e une cate´gorie pointe´e C munie d’un enrichissement dans la cate´gorie
carte´sienne ferme´e ∆̂ :
Cop × C
HomC( ⋅ , ⋅ ) // ∆̂ ,
montrons que HomC ve´rifie la proprie´te´ CMS1, si et seulement si l’enrichissement Hom
pointe´
C de
(139) ve´rifie la proprie´te´ CMS1pointe´.
En effet, soient X et Y des objets de C et conside´rons des adjonctions :
(140) C ⊥
HomC(X, ⋅ )
99
X⊗ ⋅
yy
∆̂ et Cop ⊥
HomC( ⋅ ,Y )
99
Y ⋅
yy
∆̂ ;
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on de´finit des foncteurs adjoints :
(141) C ⊥
Hompointe´
C
(X, ⋅ )
99
X∧ ⋅
yy
∆̂ ⋆ et C
op ⊥
Hompointe´C ( ⋅ ,Y )
99
Y ∧ ⋅
yy
∆̂ ⋆ ,
en conside´rant pour tout ensemble simplicial pointe´ A = (A,a0) un carre´ cocarte´sien et un carre´
carte´sien de C :
(142)
⋆ // X ∧A
X ⊗ ⋆
OO
X⊗a0
// X ⊗A
OO
et
⋆

Y ∧Aoo

Y ⋆ Y A ;
Y a0
oo
respectivement.
Pour montrer que les foncteur (141) ainsi de´finissent sont effectivement des foncteurs adjoints, il
suffit de appliquer les foncteurs HomC(− , Y ) et HomC(X, − ) aux carre´s (142) respectivement, ayant
en teˆte que HomC(⋆, Y ) ≅ ⋆ ≅ HomC(X,⋆) pour C pointe´e et qu’on a un carre´ carte´sien d’ensembles :
⋆
⋆YX

Hom ∆̂ ⋆(A,Hompointe´C (X,Y ))oo
π

Hom∆̂ (⋆,HomC(X,Y )) Hom∆̂ (A,HomC(X,Y ))−○a0oo
Remarquons aussi qu’on ve´rifie que les adjonctions compose´es :
C ⊥
Hom
pointe´
C (X, ⋅ )
99
X∧ ⋅
yy
∆̂ ⋆ ⊥
π
99
( ⋅ )+
yy
∆̂
et
Cop ⊥
Hompointe´
C
( ⋅ ,Y )
99
Y ∧ ⋅
yy
∆̂ ⋆ ⊥
π
99
( ⋅ )+
yy
∆̂ .
(143)
sont isomorphes aux adjonctions (140) donne´es. En particulier, si re´ciproquement on suppose que
Hompointe´C ve´rifie la proprie´te´ CMS1
pointe´, on de´finit les adjonctions (140) par les compose´s (143).
Finalement, e´tant donne´e une cate´gorie pointe´e C munie d’un enrichissement HomC( ⋅ , ⋅ ) dans
la cate´gorie carte´sienne ferme´e ∆̂ , ve´rifiant la proprie´te´ CMS1 ; montrons que HomC ve´rifie la
proprie´te´ CMS2, si et seulement si l’enrichissement Hompointe´C ve´rifie la proprie´te´ CMS2
pointe´.
En effet, supposons que HomC ve´rifieCMS2. Si A
j // B est un monomorphisme d’ensembles
simpliciaux pointe´s et X
q // Y est une cofibration de C, on doit montrer que le morphisme ψ dans
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le diagramme cocarte´sien :
(144) X ∧A
X∧ j

q ∧A // Y ∧A

Y ∧ j

X ∧B //
q ∧B
00
X ∧B ⊔
X∧A
Y ∧A
ψ ((
Y ∧B ,
est une cofibration, laquelle est aussi une e´quivalence faible si j est une n-e´quivalence faible d’en-
sembles simpliciaux pointe´s, ou si q est une e´quivalence faible de C.
Pour cela conside´rons le diagramme cocarte´sien de C :
(145) X ⊗ πA
X⊗πj

q⊗πA // Y ⊗ πA

Y ⊗πj

X ⊗ πB //
q⊗πB
00
X ⊗ πB ⊔
X⊗πA
Y ⊗ πA
ϕ ))
Y ⊗ πB ,
associe´ a` la cofibration X
q // Y de C et au monomorphisme d’ensembles simpliciaux πA
πj // πB
sous-jacent a` j.
Vu que par hypothe`se HomC ve´rifie la proprie´te´ CMS2, il se suit que le morphisme ϕ de (145)
est une cofibration de C, laquelle est aussi une e´quivalence faible si πj est une n-e´quivalence faible
d’ensembles simpliciaux, ou si q est une e´quivalence faible de C.
D’un autre coˆte´, remarquons que dans le diagramme :
(146) ⋆ // Y ∧A
(i)
//
Y ∧j
**(X ∧B) ⊔
(X∧A)
(Y ∧A) ψ //
(ii)
Y ∧B
Y ⊗ ⋆ //
OO
Y ⊗ πA //
OO
Y ⊗πj
55(X ⊗ πB) ⊔(X⊗πA)(Y ⊗ πA)
OO
ϕ
// Y ⊗ πB ,
OO
le carre´ (i) est carte´sien vu qu’il se de´compose dans deux carre´ cocarte´siens de C :
(147) Y ∧A
≅ // ⋆⊔
⋆
(Y ∧A) // (X ∧B) ⊔
(X∧A)
(Y ∧A)
Y ⊗ πA
OO
≅
// (X ⊗ ⋆) ⊔
(X⊗⋆)
(Y ⊗ πA) //
OO
(X ⊗ πB) ⊔
(X⊗πA)
(Y ⊗ πA) ;
OO
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ou` le carre´ a droite est construit comme une colimite des diagrammes cocarte´siens :
⋆ // X ∧B
X ⊗ ⋆ //
OO
X ⊗ πB ,
OO Y ∧A // Y ∧A
Y ⊗ πA //
OO
Y ⊗ πA
OO
et
⋆ // X ∧B
X ⊗ ⋆ //
OO
X ⊗ πB .
OO
Il se suit que le carre´ (ii) du diagramme (146) :
(148) (X ∧B) ⊔
(X∧B)
(Y ∧A) ψ // Y ∧B
(X ⊗ πB) ⊔
(X⊗πB)
(Y ⊗ πA)
OO
ϕ
// Y ⊗ πB ,
OO
est un carre´ cocarte´sien de C.
Vu que les familles de morphismes cof et cof ∩W, sont stables par cochangement de base
dans toute cate´gorie de mode`les ; on conclut que si le morphisme ϕ est une cofibration de C (resp.
une cofibration et une e´quivalence faible), alors le morphisme ψ est aussi une cofibration (resp. une
cofibration et une e´quivalence faibles).
En particulier, le morphisme ψ est une cofibration laquelle est aussi une e´quivalence faible si j
est une n-e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux pointe´s, ou si q est une e´quivalence faible de
C. Donc, si l’enrichissement HomC ve´rifie la proprie´te´ CMS2, alors Hom
pointe´
C la ve´rifie la proprie´te´
CMS2pointe´.
Re´ciproquement, si Hompointe´C satisfait la proprie´te´ CMS2
pointe´, pour montrer que HomC ve´rifie
la proprie´te´CMS2 remarquons que (X⊗A)+ ≅X∧(A+) (le foncteurX∧− commute aux coproduits)
et qu’un morphisme W
φ // Z d’un cate´gorie de mode`les pointe´e est une cofibration (resp. une
cofibration et une e´quivalence faible) si W+
φ+ // Z+ l’est (parce que W φ // Z est un re´tracte
du morphisme W+
φ+ // Z+ dans toute cate´gorie de mode`les pointe´e). 
Par exemple vu que ( ∆̂ ⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn,∧) est une cate´gorie de mode`les mono¨ıdale,( ∆̂ ⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn,Hom ∆̂ ∗) est une cate´gorie de mode`les simplicial d’ordre n lorsque :
(149) ∆̂ ⋆ × ∆̂ ⋆
Hom
∆̂⋆
( ⋅ , ⋅ )
// ∆̂ ,
est de´fini par Hom∆̂ ∗(X,Y )n = π(hom∧∆̂ ⋆(X,Y ))n = Hom∆̂ ∗(X ∧∆n+, Y ) ,
ou` π est le foncteur d’oubli de ∆̂ ⋆ vers ∆̂ , et hom
∧
∆̂ ⋆
( ⋅ , ⋅ ) est le foncteur de (121).
Les foncteurs tenseur et cotenseur e´tant donne´ par :
∆̂ ⋆ ⊥
Hom
∆̂⋆
(X, ⋅ )
99
X∧( ⋅ )+
yy
∆̂ et ∆̂
op
⋆
⊥
Hom
∆̂⋆
( ⋅ ,Y )
99
Y ⋅
yy
∆̂ ,
ou` (Y K)
n
= Hom∆̂ ⋆(K+ ∧∆n+, Y ) = Hom∆̂ (K ×∆n, π(Y )).
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§9.2. Rappelons la construction des foncteurs suspension et espace des lacets qu’on a dans
le cadre des cate´gories de mode`les simpliciales pointe´es (voir §5.1 ci-dessus et le Chapitre 6 de
[Hov99]) :
Lemme 9.2.1. Soit 0 ≤ n ≤∞ et C une cate´gorie de mode`les simpliciale pointe´e d’ordre n. Si S1
note le cercle simplicial vu comme un ensemble simplicial pointe´ (voir §8.6), alors l’adjonction :
(150) C ⊥
( ⋅ )∧S1
99
( ⋅ )∧S1
yy
C ,
induit des adjonctions (137) est une adjonction de Quillen, et :
Ho(C ) ⊥
R(( ⋅ )∧S1)
99
L( ⋅ ∧S1)
yy
Ho(C ) ,
est isomorphe a` l’adjonction de la Proposition 5.1.3 :
(151) Ho(C ) ⊥
Ω( ⋅ )
99
Σ( ⋅ )
yy
Ho(C ) .
En particulier, si X et Y sont des objets de C quelconques il y a des isomorphismes naturels :
(152) [Σm(X), Y ]
C
≅ πm(RHomC(X,Y ),⋆YX) ≅ [X,Ωm(Y )]C pour m ≥ 0 ,
ou` ⋆YX note le morphisme null de X vers Y dans C
3.
De´monstration. Montrons que (150) est une adjonction de Quillen. Pour cela remarquons
que d’apre`s la proprie´te´ CMS2pointe´ si on se donne une cofibration f ∶ X // Y de C (resp. une
cofibration et une e´quivalence faible), vu que S1 est un objet cofibrant de la cate´gorie de mode`les
( ∆̂ ⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn), le morphisme f ∧ S1 est une cofibration de C (resp. une cofibration
et une e´quivalence faible). Autrement dit, le foncteur ⋅ ∧ S1 est Quillen a` gauche.
D’un autre coˆte´, remarquons que par de´finition de S1 on a un carre´ cocarte´sien de ∆̂ :
(153) ⋆ // S1
∂∆1 //
OO
∆1 .
OO
Si on note (∂∆1, [0]) (resp. (∆1, [0]) ) l’ensemble simplicial pointe´ d’ensemble simplicial sous-
jacent ∂∆1 (resp. ∆1), dont le point de base est de´fini par le 0-simplexe [0] ; on ve´rifie facilement
3. Dans [Hov99] on trouve une preuve de la formule (152) pour les cate´gories de mode`les pas forcement
simpliciales.
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que le carre´ (153) induit un carre´ cocarte´sien de ∆̂ ⋆ :
⋆ // S1
(∂∆1, [0]) //
OO
(∆1, [0]) .
OO
Donc, on a un carre´ cocarte´sien de C :
(154) X ∧ ⋆ // X ∧ S1
X ∧ (∂∆1, [0]) //
OO
X ∧ (∆1, [0]) ,
OO
pour tout objet X de C.
Remarquons que d’apre`s CMS2pointe´ et le Lemme 4.2.2, le carre´ (154) est homotopiquement
cocarte´sien si X est un objet cofibrant. En particulier, il se suit du Lemme 5.1.1 que pour montrer
le re´sultat de´sire´, il suffit de noter qu’on a des isomorphismes de C :
X ∧ ⋆ // ⋆ et X ∧ (∆1, [0]) // X ,
et une e´quivalences faible :
X ∧ (∂∆1, [0]) // X .
En effet pour commencer remarquons que si X est un objet quelconque de C, le produit X ∧ ⋆
est un objet null de C parce que le foncteur X ∧ ⋅ commute aux colimites et ⋆ est un objet null de
∆̂ ⋆. Deuxie`mement, vu que l’ensemble simplicial pointe´ (∂∆1, [0]) est isomorphe a` ∆0+, l’unite´ de
la cate´gorie mono¨ıdale ∆̂ ⋆ avec le produit wedge (voir §8.5), il se suit que l’objet X ∧ (∂∆1, [0])
est canoniquement isomorphe a` X dans C. On obtient ainsi deux isomorphismes X ∧ ⋆ // ⋆ et
X ∧ (∂∆1, [0]) // X de C.
D’un autre coˆte´, remarquons que le morphisme ∆0
d1 // ∆1 est une cofibration et une n-
e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux pour tout 0 ≤ n ≤ ∞ ; donc le morphisme qu’on en de´duit
pour X cofibrant X ∧ (∆0, [0]) X∧d1 // X ∧ (∆1, [0]) , est une e´quivalence faible de C d’apre`s la Pro-
prie´te´ CMS2pointe´. Donc, le seul morphisme X ∧ (∆1, [0]) // ⋆ de C, induisant un isomorphisme
dans la cate´gorie homotopique Ho(C).
Finalement, si X ′ est un remplacement cofibrant de X et Y ′ est un remplacement fibrant de Y ,
on a des isomorphismes pour m ≥ 0 :
[Σm(X), Y ]
C
≅ π0(HomC(X ′ ∧ (S1 ∧ ⋅ ⋅ ⋅ ∧ S1´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
m
), Y ′))
≅ π0(HomC(X ′ ∧ Sm, Y ′))
≅ π0(Hom ∆̂ ∗(Sm,Hompointe´C (X ′, Y ′)))
≅ πm(RHomC(X,Y ),⋆YX)

Montrons :
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The´ore`me 9.2.2. Soit 0 ≤ n < ∞ et (C,W,cof ,fib,HomC) une cate´gorie de mode`les simpliciale
pointe´e d’ordre ∞ telle que tous ses objets soient cofibrants ; alors les e´nonce´s suivants sont e´quiva-
lents :
(i) (C,W,cof ,fib,HomC) est une cate´gorie de mode`les simpliciale pointe´e d’ordre n ( i.e. la
structure de cate´gorie de mode`les simpliciale d’ordre ∞ donne´e, ve´rifie la proprie´te´ CMS2
pour les n-e´quivalences faibles).
(ii) Le foncteur Σm∶ Ho(C) // Ho(C) est null pour tout m > n.
(iii) Le foncteur Ωm∶ Ho(C) // Ho(C) est null pour tout m > n.
(iv) Si X et Y sont des objets de C quelconques, πm(RHomC(X,Y ),⋆YX) = 0 pour m > n.
(v) Si Y est un objet fibrant de (C,W,cof ,fib), l’ensemble simplicial HomC(X,Y ) est un
objet fibrant de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ ,Wn,mono,fibn) (du The´ore`me 8.4.2) pour
tout objet X de C.
En fait les conditions (ii), (iii) et (iv) sont e´quivalentes pour toutes les cate´gories de mode`les
pointe´es.
De´monstration. On n’a pas besoin de supposer que tous les objets de C soient cofibrants pour
montrer (i) ⇒ (ii). En effet remarquons que si C est une cate´gorie de mode`les simpliciale pointe´e
d’ordre n quelconque, vu que le morphismes canonique ⋆ // Sm+1 est une n-e´quivalence faible
d’ensembles simpliciaux pointe´s pour n <m, il se suit de la proprie´te´ CMS2pointe´ que le morphisme
⋆ ≅ (X ∧ ⋆) // X ∧ Sm est une e´quivalence faible de C pour tout n < m et tout objet X de C
cofibrant. Donc, du Lemme 9.2.1 ci-dessus, on de´duit que le foncteur Σm est null pour tout m > n.
Pour montrer (iv)⇔(v) remarquons que si Y est un objet fibrant d’une cate´gorie de mode`les
simpliciale (d’ordre ∞) dont tous les objets sont cofibrants (C,W,cof ,fib), alors pour tout objet
X de C l’ensemble simplicial HomC(X,Y ) est un complexe de Kan dont le type d’homotopie est
le complexe de fonction de´rive´ RHomC(X,Y ) (voir le Lemme 9.1.1). Donc HomC(X,Y ) est un
objet fibrant de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ ,Wn,mono,fibn) du The´ore`me 8.4.2, si et seulement
si πm(RHomC(X,Y ),⋆YX) = 0 pour m > n.
D’un autre coˆte´, on de´duit de l’adjonction (151) que (ii) et (iii) sont des e´nonce´s e´quivalents.
En plus (iii)⇔(iv) parce que d’apre`s le Lemme 9.2.1 il y a des isomorphismes naturels :
[X,ΩmY ]
C
≅ πm(RHomC(X,Y ),⋆YX) ,
quelques soient X et Y . Il se suit en particulier que (ii)⇔(iii)⇔(iv) pour toues les cate´gories de
mode`les pointe´es (voir la Proposition 5.1.3 et le Lemme 6.1.2 de [Hov99]).
Supposons maintenant que C est une cate´gorie de mode`les simpliciale pointe´ d’ordre ∞ dont les
objets soient tous cofibrants et laquelle ve´rifie la proprie´te´ (iv).
Pour montrer que C ve´rifie la proprie´te´ (i) on doit montrer que si X
q // Y est une cofibration
de C et A
j // B est un monomorphisme et une n-e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux, la
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cofibration ϕ dans le diagramme somme amalgame´e suivant :
(155) X ⊗A
X⊗ j

q⊗A // Y ⊗A

Y ⊗ j

X ⊗B //
q⊗B
00
X ⊗B ⊔
X⊗A
Y ⊗A
ϕ ((
Y ⊗B ,
est une e´quivalence faible de C.
Montrons premie`rement qu’on peut supposer que A et B sont de complexes de Kan. Pour cela
remarquons en premier lieu que dans le diagramme (155), le morphisme q⊗A est une cofibration de
C d’apre`s CMS2 avec j la cofibration canonique ∅ // A de ∆̂ (note que X⊗∅ et Y ⊗∅ sont des
objets initiaux de C) ; en particulier, vu que tous les objets de C sont cofibrants, le carre´ cocarte´sien
dans (155) est en fait un carre´ homotopiquement cocarte´sien d’apre`s le Lemme 4.2.2.
Si on conside`re maintenant un carre´ commutatif d’ensembles simpliciaux :
A
j //
qA

B
qB

A′
j′
// B′ ,
ou` les morphismes verticaux sont des ∞-e´quivalences faibles et des monomorphismes de but des
complexes de Kan ; on ve´rifie d’un coˆte´ que les morphismes :
X ⊗A
X⊗qA // X ⊗A′ , Y ⊗A
Y ⊗qA // Y ⊗A′ ,
X ⊗B
X⊗qB // X ⊗B′ et Y ⊗B
Y ⊗qB // Y ⊗B′ ,
sont des e´quivalences faibles de C (d’apre`s CMS2), et d’un autre coˆte´ que dans le diagramme :
(156) X ⊗A′
X⊗ j′

q⊗A′ // Y ⊗A′

Y ⊗ j′

X ⊗B′ //
q⊗B′
00
X ⊗B′ ⊔
X⊗A′
Y ⊗A′
ϕ′ ((
Y ⊗B′ ,
le carre´ cocarte´sien est homotopiquement cocarte´sien (d’apre`s le Lemme 4.2.2 vu que q ⊗A′ est une
cofibration).
On de´duit du Lemme 4.2.1 que le morphisme ϕ de (155) est une e´quivalence faible de C, si et
seulement si le morphisme ϕ′ de (156) est une e´quivalence faible de C. Autrement dit, pour montrer
que dans le diagramme (155) le morphisme ϕ de C soit une e´quivalence faible, on peut supposer que
j est un morphisme entre complexes de Kan.
Deuxie`mement, il se suit du fait que A et B soient de complexes de Kan, que le morphisme d’en-
sembles simpliciaux csqn+1(A)csqn+1(j)// csqn+1(B) est un monomorphisme et une ∞-e´quivalence
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faible, parce que j est un monomorphisme et une n-e´quivalence faible (voir le Corollaire 11.0.8) ;
donc, le morphisme ψ dans le diagramme :
(157) X ⊗ csqn+1A
X⊗csqn+1j

q⊗csqn+1A // Y ⊗ csqn+1A

Y ⊗csqn+1j

X ⊗ csqn+1B //
q⊗B
00
X ⊗ csqn+1B ⊔
X⊗csqn+1A
Y ⊗ csqn+1A
ψ ++
Y ⊗ csqn+1B ,
est bien une e´quivalence faible de C.
Enfin, vu que le carre´ cocarte´sien de (157) est un carre´ homotopiquement cocarte´sien, pour
montrer que le morphisme ϕ de (155) soit une e´quivalence faible de C, d’apre`s le Lemme 4.2.1 il suffit
de de´montrer que le morphisme Z ⊗K
Z⊗ηK // Z ⊗ csqn+1K induit du morphisme K
ηK // csqn+1K
ou` η ∶ id +3 csqn+1 est une unite´ donne´e, est une e´quivalence faible de C quelques soient Z et K.
De fac¸on e´quivalente, il suffit de montrer que pour tout objet fibrant W de C, la fonction :
(158) [Z ⊗ csqn+1K,W ]C
≅
// [Z ⊗K,W ]C
≅
π0(HomC(Z ⊗ csqn+1K,W )) (Z⊗ηK)⋆ // π0(HomC(Z ⊗K,W )) ,
induite du morphisme Z ⊗K
Z⊗ηK // Z ⊗ csqn+1K , est bijective (Note que dans les isomorphismes
de (158) on utilise a` nouveau que tout objet de C est cofibrant).
Pour ve´rifier cette affirmation, remarquons que siW est un objet fibrant de C, alors HomC(Z,W )
est un complexe de Kan pour tout objet Z de C d’apre`s la proprie´te´ duale a` CMS2 (voir le Lemme
4.2.2 de [Hov99]) ; donc, vu qu’on a suppose´ que l’e´nonce´ (iv) est vrai, le morphisme :
(159) HomC(Z,W ) // csqn+1HomC(Z,W )
est une ∞-e´quivalence faible entre complexes de Kan (voir le Corollaire 11.0.8).
En particulier, pour tout ensemble simplicial K on a un diagramme commutatif :
π0(HomC(Z ⊗ csqn+1K,W )) (Z⊗ηK)
⋆
//
≅
π0(HomC(Z ⊗K,W ))
≅
π0(Hom∆̂ (csqn+1K,HomC(Z,W )))
≅(159)
π0(Hom ∆̂ (K,HomC(Z,W )))
≅ (159)
π0(Hom∆̂ (csqn+1K,csqn+1HomC(Z,W )))
η ⋆K
// π0(Hom ∆̂ (K,csqn+1HomC(Z,W ))) ,
ou` la fonction horizontale infe´rieur est une bijection d’apre`s le Lemme 11.0.9. Donc, (158) est une
fonction bijective. 
§9.3. Dans le pre´sent paragraphe on va de´duire du The´ore`me 9.2.2 et d’un re´sultat de D.
Dugger (voir [Dug01], [RSS01] et la Proposition 9.3.2 ci-dessous), l’e´nonce´ suivant :
Corollaire 9.3.1. Soit 0 ≤ n ≤ ∞. Si C est une cate´gorie de mode`les de Cisinski 4 alors les
e´nonce´s qui suivent sont e´quivalents :
4. Un cate´gorie de mode`les de Cisinski est une cate´gorie de mode`les a` engendrement cofibrant dont la cate´gorie
sous-jacente est une cate´gorie de pre´faisceaux d’ensembles et les cofibrations sont les monomorphismes.
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(i) Il existe une e´quivalence de Quillen :
C
G
99
⊥
F
yy
D
ou` D est une cate´gorie de mode`les simpliciale d’ordre n et F respect l’objet final F (⋆D) ≅
⋆C.
(ii) C admet a` e´quivalence de Quillen pointe´e pre`s une structure de cate´gorie de mode`les
simpliciale d’ordre n, c’est-a`-dire, il existe une chaˆıne d’e´quivalences de Quillen :
C D1 D2 ⋯ Di D
ou` D est une cate´gorie de mode`les simpliciale d’ordre n et les foncteurs Quillen a` gauche
respectent l’objet final.
(iii) Le foncteur Σm∶ Ho(C⋆) // Ho(C⋆) est null pour tout m > n, ou` C⋆ note la cate´gorie des
objets pointe´s de C.
(iv) Le foncteur Ωm∶ Ho(C⋆) // Ho(C⋆) est null pour tout m > n.
(v) Si X et Y sont des objets de C⋆ quelconques, πm(RHomC⋆(X,Y ),⋆YX) = 0 pour m > n.
La version du re´sultat de D. Dugger dont ont aura besoin est la suivante :
Proposition 9.3.2. Si C est une cate´gorie de mode`les de Cisinski, alors il existe une e´quivalence
de Quillen :
C ⊥
F
%%
G
ee
D ,
ve´rifiant les proprie´te´s :
(i) D est une cate´gorie de mode`les simpliciale d’ordre ∞.
(ii) Dans D⋆ la cate´gorie de mode`les des objets pointe´s de D (voir le Lemme 9.3.3) tous les
objets sont cofibrants.
(iii) F (⋆C) ≅ ⋆D, c’est-a`-dire, l’image par F d’un objet final de C est un objet final de D.
De´monstration. Rappelons qu’une cate´gorie de mode`le de Cisinski est toujours propre a`
gauche (les cofibrations sont les monomorphismes) et combinatoire (a` engendrement cofibrant et
localement pre´sentable) ; donc d’apre`s [Dug01] (voir le The´ore`me 1.2 de [Dug01]) l’adjonction :
(160) C ⊥
F =pre´faisceau constant
%%
G= evaluation en 0
ee
D = C∆
op
,
est une e´quivalence de Quillen si la cate´gorie de foncteurs D = C∆
op
est munie de la structure de
cate´gorie de mode`les dont les cofibrations sont les cofibrations de Reedy (voir la De´finition 15.3.3 de
[Hir03]) et les e´quivalences faibles sont les hocolim-e´quivalences (voir la De´finition 5.1 de [Dug01]).
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En fait dans le The´ore`me 6.1 de [Dug01] il est montre´ que l’enrichissement canonique de C∆
op
dans
∆̂ (voir §4.1 de [Dug01]), fait de D = C∆
op
une cate´gorie de mode`les simpliciale d’ordre ∞.
Rappelons d’un autre coˆte´ qu’un objet (X,x0) de la cate´gorie des objets pointe´s D⋆ = (C∆op)⋆
est cofibrant si et seulement si le morphisme x0∶ ⋆ // X est une cofibration de Reedy de D = C∆
op
.
Vu que les monomorphismes de la cate´gorie de pre´faisceauxD = C∆
op
sont exactement les cofibrations
de Reedy, il se suit que tous les objets des cate´gories de mode`les D et D⋆ sont cofibrants.
Pour ve´rifier finalement la proprie´te´ (iii) remarquons que le foncteur F de la adjonction (160)
envoie un objet X de C vers l’objet simplicial constant a` valeurs X , donc F envoie tout objet final
de C dans un objet final de D. 
Pour montrer le Corollaire 9.3.1 commenc¸ons par nous rappeler que si C est une cate´gorie munie
d’un objet final ⋆, la cate´gorie C⋆ des objets pointe´s de C est la cate´gorie des couples X = (X,x) ou`
X est un objet de C et x ∶ ⋆ // X est une fle`che. Un morphisme de (X,x) vers (Y, y) est une
fle`che f ∶ X // Y de C telle que fx = y.
Si on suppose de plus que C soit une cate´gorie admettant de coproduits finis, on montre faci-
lement que le foncteur d’oubli π ∶ C⋆ // C de´fini par la re`gle (X,x) ↦ X , admet un adjoint a`
gauche ( ⋅ )+ ∶ C // C⋆ , de´fini dans un objet A de C comme le coproduit A+ = A ⊔ ⋆, pointe´ par
le morphisme canonique ⋆ // A ⊔ ⋆ .
L’e´nonce´ suivant est la Proposition 1.1.8 de [Hov99] :
Lemme 9.3.3. Si C est une cate´gorie de mode`les, alors C⋆ admet une structure de cate´gorie de
mode`les, lorsque les e´quivalences faibles (resp. les cofibrations, les fibrations) sont les morphismes
f ∶ (X,x) // (Y, y) dont le morphisme sous-jacent f ∶ X // Y est une e´quivalence faible (resp.
une cofibration, une fibration) de C. En particulier,
(161) C⋆ ⊥
π
99
( ⋅ )+
yy
C ,
est une adjonction de Quillen.
Remarquons maintenant que si C et D sont deux cate´gories munies des objets finals ⋆C et ⋆D
respectivement, e´tant donne´e une adjonction :
C ⊥
F
%%
G
ee
D ,
avec la proprie´te´ que le seul morphisme F (⋆C) Φ
≅
// ⋆D soit un isomorphisme, on en de´duit une
adjonction :
C⋆ ⊥
F⋆
%%
G⋆
ee
D⋆ ,
ou` les foncteurs F⋆ et G⋆ sont de´finis par les formules :
F⋆(X,x0) = (FX,F (x0) ○Φ−1) et G⋆(A,a0) = (GA,G(a0) ○Ψ−1) ,
G(⋆D) Ψ
≅
// ⋆C e´tant le seul morphisme de but ⋆C dans C.
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Pour montrer qu’on obtient effectivement une adjonction F⋆ ⊣ G⋆, conside´rons η et ǫ une unite´
et une counite´ de l’adjonction F ⊣ G ve´rifiant les identite´s triangulaires. On constate aussi-toˆt que
les transformations naturelles η⋆∶ id +3 G⋆ ○ F⋆ et ǫ⋆∶ F⋆ ○G⋆ +3 id de´finies par les re`gles :
(X,x0) (η⋆)(X,x0) =ηX// G⋆ ○ F⋆(X,x0) = (G ○ F (X),G ○ F (x0) ○G(Φ)−1 ○Ψ−1)
et
F⋆ ○G⋆(A,a0) = (F ○G(A), F ○G(a0) ○ F (Ψ)−1 ○Φ−1) (ǫ⋆)(A,a0) = ǫA // (A,a0) ,
lesquelles sont bien de´finies parce qu’on a des diagrammes commutatifs :
X
ηX // GF (A)
⋆C
x0
OO
η⋆C // GF (⋆C)
GF (x0)
OO
G(Φ)yy
G(⋆D)Ψ
aa
et
FG(A) ǫA // A
FG(⋆D)
FG(a0)
OO
ǫ⋆D //
F (Ψ) %%
⋆D
a0
OO
F (⋆C)
Φ
==
ve´rifient les identite´s triangulaires.
Montrons :
Lemme 9.3.4. Soit :
(162) C ⊥
F
%%
G
ee
D ,
une adjonction entre cate´gories de mode`les ve´rifiant que le seul morphisme F (⋆C) Φ
≅
// ⋆D soit un
isomorphisme ; si (162) est une adjonction de Quillen (resp. une e´quivalence de Quillen) alors la
adjonction induite :
(163) C⋆ ⊥
F⋆
%%
G⋆
ee
D⋆ ,
est une adjonction de Quillen (resp. une e´quivalence de Quillen) ou` C⋆ et D⋆ sont les cate´gories de
mode`les du Lemme 9.3.3.
De´monstration. Si F est Quillen a` gauche, on de´duit que F⋆ l’est aussi de la de´finition de la
structure de cate´gorie de mode`les dans la cate´gorie des objets pointe´s d’une cate´gorie de mode`les
(voir le Lemme 9.3.3).
D’un autre, rappelons que un objet (A,a0) est fibrant dans D⋆ (resp. (X,x0) est cofibrant dans
C⋆) si et seulement si A est un objet fibrant de D (resp. ⋆C
x0 // X est une cofibration de C). Plus
encore, on sais que :
L(F⋆)(X,x0) = F⋆(LX,x′0) et R(G⋆)(A,a0) = G⋆(RA,pA ○ a0)
sont des foncteurs de´rive´s totals a` gauche et a` droite de F⋆ et G⋆ respectivement ; ou`
⋆C //
x′0 // LX
̃
qX // // X , et A //
̃
pA // RA // // ⋆D ,
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sont des factorisations fonctorielles des morphismes ⋆C
x0 // X et A // ⋆D respectivement.
Dans ce cas une counite´ de l’adjonction L(F⋆) ⊣R(G⋆) dans l’objet (A,a0) :
L(F⋆)R(G⋆)(A,a0) ǫ(A,a0) // (A,a0)
est un morphisme de la cate´gorie homotopique Ho(D⋆ ) dont le morphisme sous-jacent dans Ho(D )
est donne´ par la chaˆıne :
F(L(G(RA)))F (qG(RA))// F (G(RA)) ǫRA // RA A
̃
pAoo ;
ou` ǫ est une counite´ de l’adjonction F ⊣ G. En particulier, si (162) est une e´quivalence de Quillen
alors (163) l’est aussi. 
Rappelons maintenant que si C est une cate´gorie comple`te et cocomple`te munie d’un enrichis-
sement dans la cate´gorie carte´sienne ferme´e ∆̂ :
Cop × C
HomC( ⋅ , ⋅ ) // ∆̂ ,
et munie des foncteurs adjoints :
(164) C ⊥
HomC(X, ⋅ )
99
X⊗ ⋅
yy
∆̂ et Cop ⊥
HomC( ⋅ ,Y )
99
Y ⋅
yy
∆̂ ,
pour X et Y des objets quelconques de C ; alors la cate´gorie C⋆ des objets pointe´s de C admet un
enrichissement canonique :
(165) Cop⋆ × C⋆
HomC⋆ ( ⋅ , ⋅ ) // ∆̂ ,
muni des foncteurs adjoints :
(166) C⋆ ⊥
HomC⋆ (X, ⋅ )
99
X∧ ⋅
yy
∆̂ et Cop⋆ ⊥
HomC⋆( ⋅ ,Y )
99
Y ∧ ⋅
yy
∆̂
pour X = (X,x0) et Y = (Y, y0) des objets pointe´s de C.
En effet, si X = (X,x0) est un objet pointe´ de C, pour tout ensemble simplicial A on de´finit
l’objet pointe´ X ∧A de C par un carre´ cocarte´sien dans C :
(167) ⋆ // X ∧A
⋆⊗A
x0⊗A
//
OO
X ⊗A.
OO
Si on de´finit l’enrichissement de C⋆ par la re`gle :
HomC⋆(X,Y )n = HomC⋆(X ∧∆n, Y ) , ou` n ≥ 0 ;
on ve´rifie sans peine que (166) sont bien des adjonctions, lorsque Y ∧A = (Y A, yA0 ) ou` yA0 est le
morphisme ⋆ ≅ ⋆A
yA0 // Y A .
Le de´terminant de Deligne 97
Lemme 9.3.5. Soit 0 ≤ n ≤ ∞. Si C est une cate´gorie de mode`les munie d’un enrichissement
HomC dans ∆̂ ve´rifiant l’existence des adjonctions :
C ⊥
HomC(X, ⋅ )
99
X⊗ ⋅
yy
∆̂ et Cop ⊥
HomC( ⋅ ,Y )
99
Y ⋅
yy
∆̂ ,
pour X et Y des objets quelconques de C ; alors (C,HomC) est une cate´gorie de mode`les simpliciale
d’ordre n si et seulement si, (C⋆,HomC⋆) est une cate´gorie de mode`les simpliciale pointe´e d’ordre n.
De´monstration. La preuve est tre`s similaire a` la preuve du Lemme 9.1.2, mais c’est fois on
utilise que − ∧A commute aux coproduits pour montrer que (X ⊗A)+ ≅ (X+) ∧A. 
De´monstration du Corollaire 9.3.1. On ve´rifie aussi-toˆt que (i)⇒(ii). En plus, (ii)⇒(iii)
d’apre`s le The´ore`me 9.2.2 et les Lemmes 5.1.2, 9.3.4 et 9.3.5. D’un autre, on sait que (iii)⇔(iv)⇔(v)
pour une cate´gorie de mode`les pointe´e C quelconque ; dans notre cas on peut utiliser le Lemme 9.2.1.
Enfin (iii)⇒(i) se suit du The´ore`me 9.2.2, la Proposition 9.3.2 et des Lemmes 5.1.2, 9.3.4 et
9.3.5. 
10. Pre´-mono¨ıdes de Segal
§10.1. On de´signe par ∆̂ 0 la sous-cate´gorie pleine de ∆̂ dont les objets sont les ensembles
simpliciaux re´duits, i.e. les ensembles simpliciaux X ve´rifiant que son ensemble des 0-simplexes soit
l’ensemble ponctuel X0 = ⋆.
Remarquons que le foncteur d’inclusion de ∆̂ 0 vers ∆̂ se factorise :
(168) ∆̂ 0
 p
((
  // ∆̂ ,
∆̂ ⋆
π=d’oubli
@@
car tout ensemble simplicial re´duit est canoniquement pointe´.
Plus encore, on ve´rifie qu’on a des adjonctions :
(169) ∆̂ 0
⊥
  //
F
{{
∆̂ et ∆̂ 0
⊥
⊥
  //
G
{{
H
cc
∆̂ ⋆ ,
de´finis pour tout ensemble simplicial X et tout 0-simplexe x0 ∈ X0, par un carre´ cocarte´sien et un
carre´ carte´sien de ∆̂ :
FX = G(X,x0) Xoo
⋆
OO
sq0(X)oo
OO
et
H(X,x0)

// X

⋆
x0
// csq0(X) ,
respectivement 5.
5. Rappelons que le 0-squelette sq0(X) de X est l’ensemble simplicial constant a` valeur X0, l’ensemble des 0-
simplexes de X. Tandis que le 0-cosquelette csq0(X) est un ensemble simplicial dont l’ensemble de n-simplexes est
les produit carte´sien Xn0
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Autrement dit, G(X,x0) = F(X) est l’ensemble simplicial quotient X/sq0X , c’est-a`-dire on
construit G(X,x0)n = F(X)n pour n ≥ 0 en identifiant dans l’ensemble Xn tous les n-simplexes
totalement de´ge´ne´re´s a` un seul point. D’un autre coˆte´, pour n ≥ 0 l’ensemble H(X,x0)n est le
sous-ensemble des n-simplexes de X ayant la proprie´te´ que tous ses 0-sommets sont e´gaux a` x0.
Lemme 10.1.1. La cate´gorie ∆̂ 0 admet des petites limites et colimites. Plus pre´cise´ment, si I
est une petite cate´gorie et γ∶ I // ∆̂ 0 est un foncteur, alors :
(i) Une limite de γ dans ∆̂ est une limite de γ dans ∆̂ 0.
(ii) Un quotient colim
I
γ/sq0(colim
I
γ) dans ∆̂ est une colimite de γ dans ∆̂ 0, toujours que
colim
I
γ soit une colimite de γ dans ∆̂ . En particulier si I est une cate´gorie connexe, une
colimite de γ dans ∆̂ est une colimite de γ dans ∆̂ 0.
De´monstration. Montrons seulement que le foncteur ∆̂ 0
  // ∆̂ commute aux colimites
sur de cate´gories connexes.
En effet si γ∶ I // ∆̂ 0 est un foncteur dont la source est une petite cate´gorie connexe et on
pose colim
i∈I
γ(i) pour noter une colimite de γ dans la cate´gorie ∆̂ , on a des isomorphismes :
(colim
i∈I
γ(i))
0
≅ colim
i∈I
(γ(i)0) ≅ π0(I) ≅ ⋆ ;
ou` colim
i∈I
(γ(i)0) est une colimite dans la cate´gorie des ensembles du foncteur contant iz→ ⋆. 
D’un autre coˆte´, remarquons que l’enrichissement de ∆̂ ⋆ dans ∆̂ de´finit dans (149), induit
l’enrichissement suivant de ∆̂ 0 dans les ensembles simpliciaux :
∆̂ 0 × ∆̂ 0
Hom
∆̂0
( ⋅ , ⋅ )
// ∆̂ ou` Hom∆̂ 0(X,Y )n = Hom ∆̂ 0(X ∧∆n+, Y )
= Hom ∆̂∗(X ∧∆n+ , Y ) .
(170)
(note que si X est un ensemble simplicial re´duit, alors X ∧K+ = (X ×K)/(⋆ ×K) l’est aussi).
On ve´rifie en particulier qu’on a des adjonctions :
(171) ∆̂ 0 ⊥
Hom
∆̂0
(X, ⋅ )
99
X
○
∧( ⋅ )
yy
∆̂ et ∆̂
op
0 ⊥
Hom
∆̂0
( ⋅ ,Y )
99
Y
○
∧ ⋅
yy
∆̂ ,
ou` X
○
∧ (K ) = X ∧ (K )+ et
(Y ○∧K)
n
= H(Hom ∆̂ ∗(K+, Y ),⋆)n
= Hom ∆̂ 0((K ×∆n)/(K × sq0∆n), Y ) .
Proposition 10.1.2. Si 0 ≤ n ≤ ∞, la cate´gorie des ensembles simpliciaux re´duits ∆̂ 0 munie
de l’enrichissement (170) ci-dessous admet une structure de cate´gorie de mode`les simpliciale pointe´e
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d’ordre n (voir aussi le Corollaire 10.2.7), lorsque :
{ e´quivalences faibles } = {f ∶ X // Y ∣ f est une n-e´quivalence faible dans ∆̂ } = Wredn ,
{ cofibrations } = {monomorphismes } = mono ,
et {fibrations} = {morphismes avec la proprie´te´ de rele`vement
a` droite par rapport a` mono ∩ Wredn }
= {n-fibrations re´duites } = fibredn .
Un ensemble simplicial re´duit Z est fibrant dans ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) si et seulement si
Z est un complexe de Kan tel que πm(Z) = πm(Z,⋆) = 0 pour tout m ≥ n + 1.
De´monstration. Commenc¸ons pour le cas n = ∞. Dans la Proposition 6.2 de [GJ99] on
montre que ( ∆̂ 0,Wred∞ ,mono,fibred∞ ) est une cate´gorie de mode`les ; plus encore, dans le Lemme
6.6 de [GJ99] on ve´rifie que si X
f // Y est un morphisme d’ensembles simpliciaux re´duits, les
e´nonce´s suivants sont e´quivalents :
(i) f est une fibration de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wred∞ ,mono,fibred∞ ) et f ve´rifie la
proprie´te´ de rele`vement a` droite par rapport au morphisme ⋆ // S1 .
(ii) f est une fibration de Kan.
Vu que tout morphisme X // ⋆ de but un ensemble simplicial re´duit ve´rifie la proprie´te´ de
rele`vement a` droite par rapport au morphisme ⋆ // S1 ; il se suit qu’un ensemble simplicial re´duit
X est fibrant dans la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wred∞ ,mono,fibred∞ ), si et seulement si X est un
complexe de Kan.
Remarquons maintenant que ( ∆̂ 0,Wred∞ ,mono,fibred∞ ) munie de l’enrichissement (170) est une
cate´gorie de mode`le simpliciale pointe´e (d’ordre∞). En effet, d’apre`s le Lemme 9.1.2 on doit ve´rifier
les proprie´te´s CMS1 et CMS2. Les adjonctions de la proprie´te´ CMS1 sont donne´es dans (171).
D’un autre, pour ve´rifier la proprie´te´ CMS2 on doit montrer l’e´nonce´ suivant :
Si A
j // B est un monomorphisme d’ensembles simpliciaux et X
q // Y est
un monomorphisme d’ensembles simpliciaux re´duits, alors le morphisme ϕ dans
le diagramme somme amalgame´e de ∆̂ 0 suivant :
(172) X ∧A+
X∧ j+

q ∧A+ // Y ∧A+

Y ∧ j+

X ∧B+ //
q ∧B+
00
X ∧B+ ⊔
X∧A+
Y ∧A+
ϕ ((
Y ∧B+ ,
est un monomorphisme d’ensembles simpliciaux re´duits, lequel est une∞-e´quivalence
faible si j est une ∞-e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux, ou si q est une
∞-e´quivalence faible entre ensembles simpliciaux re´duits.
Cette proprie´te´ c’est une conse´quence du fait que le foncteur d’inclusion de ∆̂ 0 vers ∆̂ ∗
commute aux colimites, et parce que ( ∆̂ ⋆, π−1W∞,mono, π−1fib∞,Hom∆̂ ∗) est une cate´gorie de
mode`les simpliciale (d’ordre ∞).
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D’un autre, remarquons que d’apre`s un re´sultat de Smith (voir la Proposition 2.2 de [Bar10])
la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wred∞ ,mono,fibred∞ ) est une cate´gorie de mode`les combinatoire si et
seulement si, ∆̂ 0 est une cate´gorie localement pre´sentable (voir [JA94]) et il existe un ensemble I
de monomorphismes de ∆̂ 0 tel que cof(I) =monos 6.
Lemme 10.1.3. La cate´gorie ∆̂ 0 des ensembles simpliciaux re´duits est localement pre´sentable.
De´monstration. D’apre`s la Proposition 1.46 de [JA94] il suffit de montrer que ∆̂ 0 est
e´quivalente a` une sous-cate´gorie pleine et re´flective d’une cate´gorie de pre´faisceaux EnsA laquelle
soit ferme´e par des colimites directes (ou de fac¸on e´quivalente par des colimites filtrantes).
Pour cela rappelons qu’on a une adjonction :
∆̂ 0
⊥
 
ν //
F= ⋅/sq0( ⋅ )
{{
∆̂ ,
ou` le foncteur pleinement fide`le ν (l’inclusion canonique) commute aux colimites des diagrammes
des foncteurs γ ∶ I // ∆̂ 0 ou` I admet un objet initial (voir le Lemme 10.1.1). 
Montrons :
Lemme 10.1.4. Si X
ϕ // Y es un monomorphisme d’ensembles simpliciaux re´duits, alors ϕ
est la composition transfinie d’images directes dans la cate´gorie ∆̂ 0 de morphismes dans l’ensemble :
{ ∂∆n/sq0∂∆n   α
n−1/sq0αn−1 // ∆n/sq0∆n ∣ n ≥ 1 } .
De´monstration. Si X
ϕ // Y es un morphisme d’ensembles simpliciaux re´duits, on va de´finir
pour chaque i ≥ 0 un ensemble simplicial re´duit X(i) et un morphisme X(i)
gi // Y tel que X0 =X
et g0 = ϕ ; et si i < j on va construire un morphisme X(i)
ϕ
j
i // X(j) tel que :
X(i)
ϕ
j
i

gi
%%
Y ,
X(j) gj
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soit un triangle commutatif et ϕjk ○ϕ
k
i = ϕ
j
i toujours que i < k < j.
Pour commencer on pose X(0) = X et on de´finit X(0)
g0=ϕ // Y comme il est impose´. Si i ≥ 1
on de´finit de fac¸on inductive X(i) en prenant un carre´ cocarte´sien dans ∆̂ (lequel est aussi un carre´
cocarte´sien dans ∆̂ 0 ) :
(173) sqi(X(i−1)) //
sqi(gi−1)

X(i−1)
ϕii−1

sqi(Y ) // X(i)
6. cof(I) note l’ensemble de tous les re´tracts des compositions transfinies d’images directes d’e´le´ments de I.
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le morphisme gi∶ X(i) // Y e´tant donne´ par la proprie´te´ universelle :
(174) sqi(X(i−1)) //
sqi(gi−1)

X(i−1)
ϕii−1

gi−1

sqi(Y )
11
// X(i)
gi
%%
Y .
On de´finit finalement ϕji = ϕ
j
j−1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ϕ
i+1
i pour i < j.
Remarquons que pour i ≥ 1 le morphisme gi de´fini dans le diagramme (174) ve´rifie que les
fonctions entre les ensembles des n-simplexes gin∶ X
(i)
n
// Yn sont bijectives pour 0 ≤ n ≤ i, vu que
le morphisme sqi(Z) // Z ve´rifie cette proprie´te´ pour tout ensemble simplicial Z. En fait, cela
reste vrai pour i ≥ 0 parce que g0 = ϕ est un morphisme d’ensembles simpliciaux re´duits.
Si on suppose que X
ϕ // Y soit un monomorphisme d’ensembles simpliciaux re´duits, on ve´rifie
par induction que les morphismes gi pour i ≥ 0 sont aussi de monomorphismes. En particulier le
morphisme colim
i
X(i)
colimgi // Y dans le triangle commutatif :
colim
i
X(i)
colimgi // Y
X
OO
ϕ
<<
ou` colim
i
X(i) est une colimite dans ∆̂ 0 ou ∆̂ (elles sont isomorphes), est un isomorphisme d’en-
sembles simpliciaux re´duits. Autrement dit, on vient de de´crire le morphisme ϕ comme la composition
transfinie dans ∆̂ 0 ou ∆̂ des morphismes {ϕii−1}i≥1.
Plus encore, remarquons que des proprie´te´s souligne´es des morphismes gi on en de´duit que pour
i ≥ 1 on a un carre´ cocarte´sien de la cate´gorie ∆̂ :
⊔
Ωi
∂∆i
⊔α
i−1

// sqi(X(i−1))
sqi(gi−1)

⊔
Ωi
∆i // sqi(Y )
ou` Ωi est l’ensemble des i-simplexes de Y que ne sont pas dans l’image de la fonction g
i−1
i (c’est-
a`-dire Yi/Xi). Donc on a un carre´ cocarte´sien dans la cate´gorie des ensembles simpliciaux re´duits
∆̂ 0 :
(175) ⋁
Ωi
(∂∆i/sq0∂∆i)
⋁(αi−1/sq0αi−1)

// sqi(X(i−1))
sqi(gi−1)

⋁
Ωi
(∆i/sq0∆n) // sqi(Y ) ,
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ou` ⋁
k
Zk note une somme dans ∆̂ 0 de la famille d’ensembles simpliciaux re´duits {Zk}k, c’est-a`-dire
⋁
k
Zk = ⊔
k
Zk/(sq0⊔
k
Zk).
Il se suit des carre´ cocarte´siens (173) et (175) qu’on a un carre´ cocarte´sien de ∆̂ 0 :
⋁
Ωi
(∂∆i/sq0∂∆i)
⋁(αi−1/sq0αi−1)

// X(i−1)
ϕii−1

⋁
Ωi
(∆i/sq0∆n) // X(i) ;
donc d’apre`s les Lemmes 2.1.12 et 2.1.13 de [Hov99] ϕ est la composition transfinie d’images directes
dans ∆̂ 0 d’e´le´ments de l’ensemble :
{ ∂∆n/sq0∂∆n   α
n−1/sq0αn−1 // ∆n/sq0∆n ∣ n ≥ 1 } .

On conclut que ( ∆̂ 0,Wred∞ ,mono,fibred∞ ) est bien une cate´gorie de mode`les propre a` gauche
et combinatoire, donc d’apre`s le The´ore`me 4.7 de [Bar10] on peut conside´rer sa localisation de
Bousfield a` gauche par rapport a` l’ensemble des morphismes :
(176) Sredn = { ⋆   // Sm ∣ m > n } .
Dans les Lemmes suivants on pose [ ⋅ , ⋅ ]red∞ pour noter l’ensemble des morphismes dans la
cate´gorie de fractions ∆̂ 0[(Wred∞ )−1].
Lemme 10.1.5. Soit m ≥ 1 et Z un ensemble simplicial re´duit, alors πm(Z) = πm(Z,⋆) = 0 si et
seulement si la fonction :
[Sm, Z]red∞ (α
m)∗ // [⋆, Z]red∞ ,
induite par le morphisme ⋆
  α
m
// Sm dans la cate´gorie homotopique ∆̂ 0[(Wred∞ )−1] est bijective.
En particulier, si n ≥ 0 un ensemble simplicial re´duit Z ve´rifie que πm(Z) = πm(Z,⋆) = 0 pour
tout m ≥ n + 1 si et seulement si, Z est un objet Sredn -local de ( ∆̂ 0,Wred∞ ,mono,fibred∞ ).
De´monstration. Remarquons pour commencer que si A et B sont des ensembles simpliciaux
re´duits, d’apre`s les de´finitions de Hom ∆̂ ⋆ et Hom∆̂ 0 dans (149) et (170) respectivement, on a une
bijection naturelle :
(177) [A,B]red∞ ≅ π0(Hom ∆̂ 0(A,B′)) = π0(Hom ∆̂ ⋆((A,⋆), (B′,⋆))) ≅ [(A,⋆), (B,⋆)]pointe´∞ ,
ou` B′ est un remplacement fibrant de B dans ( ∆̂ 0,Wred∞ ,mono,fibred∞ ) ; c’est-a`-dire B′ est un
ensemble simplicial re´duit lequel est un complexe de Kan et en particulier (B′,⋆) est un objet
fibrant de ( ∆̂ ⋆, π−1W∞,mono, π−1fib∞) aussi.
Il se suit que si Z est un ensemble simplicial re´duit alors [Sm, Z]red∞ ≅ πm(Z) (voir la bijection
(125)) ; donc la fonction :
πm(Z) ≅ [Sm, Z]red∞ (α
m)∗ // [⋆, Z]red∞ ≅ ⋆ ,
est bijective si et seulement si πm(Z) = 0. 
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Lemme 10.1.6. Si n ≥ 0, un morphisme f ∶ X // Y d’ensembles simpliciaux re´duits est une
e´quivalence faible Sredn -local, si et seulement si f est une n-e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux.
De´monstration. La preuve de ce Lemme est analogue a` ceci du Lemme 8.4.4 en conside´rant
une version pointe´ du cosquelette csqpointe´n (X,x0) = (csqn(X), x0) (voir §11.3) et en remarquant
que d’apre`s le formules (149) et (170) on a une e´galite´ :
Hom ∆̂ 0(A,B) = Hom∆̂ ⋆((A,⋆), (B,⋆)) ,
pour des ensembles simpliciaux re´duits quelconques A et B.
Plus en de´tail : Soit f ∶ X // Y un morphisme d’ensembles simpliciaux re´duits et Z un ensemble
simplicial re´duit. Si on conside`re de remplacements fibrants de f et Z dans la cate´gorie de mode`les
( ∆̂ 0,Wred∞ ,mono,fibred∞ ), i.e. un carre´ commutatif et une fle`che :
X

f // Y

X ′
f ′
// Y ′
et
Z

Z ′
,
ou` les morphismes verticaux sont des ∞-e´quivalences faibles entre ensembles simpliciaux re´duits de
but de complexes de Kan ; alors la fonction :
(178) [Y,Z]red∞ f
∗
// [X,Z]red∞
entre les ensembles de morphismes de la cate´gorie ∆̂ 0[(Wred∞ )−1], s’identifie avec la fonction :
(179) π0(Hom ∆̂ 0(Y ′, Z ′)) (f
′)∗ //
=
π0(Hom ∆̂ 0(X ′, Z ′))
=
π0(Hom∆̂ ⋆((Y ′,⋆), (Z ′,⋆))) (f ′)∗ // π0(Hom∆̂ ⋆((X ′,⋆), (Z ′,⋆))) .
Si on suppose que Z soit un ensemble simplicial re´duit Sredn -local, il se suit du Lemme 10.1.5 et
du Corollaire 11.0.8 que le morphisme :
Z ′ // csqn+1(Z ′)
est une ∞-e´quivalence faible entre ensembles simpliciaux re´duits lesquels sont des objets fibrants de
la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wred∞ ,mono,fibred∞ ) ; en particulier :
(Z ′,⋆) // (csqn+1(Z ′),⋆) = csqpointe´n+1 (Z ′,⋆) ,
est une ∞-e´quivalence faible entre ensembles simpliciaux pointe´s lesquels sont des objets fibrants de
la cate´gorie de mode`les simpliciale ( ∆̂ ⋆, π−1W∞,mono, π−1fib∞).
Donc, (179) s’identifie avec la fonction :
π0(Hom∆̂ ⋆((Y ′,⋆),csqpointe´n+1 (Z ′,⋆))) (f
′)∗ // π0(Hom∆̂ ⋆((X ′,⋆),csqpointe´n+1 (Z ′,⋆))) ,
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qui d’apre`s le Lemme 11.3.2 s’identifie avec la fonction :
(180)
π0(Hom∆̂ ⋆(csqpointe´n+1 (Y ′,⋆),csqpointe´n+1 (Z ′,⋆))) //
=
π0(Hom ∆̂⋆(csqpointe´n+1 (X ′,⋆),csqpointe´n+1 (Z ′,⋆)))
=
π0(Hom ∆̂ 0(csqn+1Y ′,csqn+1X ′))
≅
π0(Hom∆̂ 0(csqn+1X ′,csqn+1X ′))
≅
[csqn+1Y ′,csqn+1X ′]red∞ csqn+1(f ′)∗ // [csqn+1X ′,csqn+1X ′]
red
∞
.
Si on suppose que f soit une n-e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux re´duits, il se suit du
Corollaire 11.0.8 que csqn+1(f ′) est une ∞-e´quivalence faible, i.e. (180) est une fonction bijective.
Donc, si f est une n-e´quivalence faible la fonction (178) est bijective pour tout ensemble simplicial
re´duit Sredn -local Z, c’est-a`-dire, f est une e´quivalence faible S
red
n -locale.
Soit maintenant f ∶ X // Y un morphisme d’ensembles simpliciaux re´duits lequel soit une
e´quivalence faible Sredn -locale, et conside´rons un remplacement fibrant de f dans la cate´gorie de
mode`les ( ∆̂ 0,Wred∞ ,mono,fibred∞ ), i.e. un carre´ commutatif :
X

f // Y

X ′
f ′
// Y ′ ,
ou` les morphismes verticaux sont ∞-e´quivalences faibles entre ensembles simpliciaux re´duits dont
les buts sont des complexes de Kan.
Remarquons d’ailleurs que d’apre`s le Corollaire 11.0.8 et le Lemme 8.4.3 les ensembles simpli-
ciaux csqn+1X
′ et csqn+1Y
′ sont Sredn -locaux ; en particulier la fonction :
(181) [Y,csqn+1X ′]red∞
≅
f∗ // [X,csqn+1X ′]red∞
≅
π0(Hom ∆̂ 0(Y ′,csqn+1X ′))
=
π0(Hom∆̂ 0(X ′,csqn+1X ′))
=
π0(Hom∆̂ ⋆((Y ′,⋆),csqpointe´n+1 (X ′,⋆))) (f ′)∗ // π0(Hom ∆̂ ⋆((X ′,⋆),csqpointe´n+1 (X ′,⋆))) ,
est bijective.
D’un autre coˆte´, graˆce au Lemme 11.0.9 la fonction bijective (181) s’identifie avec la fonction :
(182)
π0(Hom∆̂ ⋆(csqpointe´n+1 (Y ′,⋆),csqpointe´n+1 (X ′,⋆)))
=
csq
pointe´
n+1 (f ′)∗// π0(Hom∆̂ ⋆(csqpointe´n+1 (X ′,⋆),csqpointe´n+1 (X ′,⋆)))
=
π0(Hom ∆̂ 0(csqn+1Y ′,csqn+1X ′))
≅
π0(Hom ∆̂ 0(csqn+1X ′,csqn+1X ′))
≅
[csqn+1Y ′,csqn+1X ′]red∞ csqn+1(f ′)∗ // [csqn+1X ′,csqn+1X ′]
red
∞
.
Soit g ∶ csqn+1Y
′ // csqn+1X
′ un morphisme dans la cate´gorie homotopique ∆̂ 0[(Wred∞ )−1],
tel que le compose´ g ○csqn+1(f ′) soit le morphisme identite´ de l’objet csqn+1X ′ dans cette cate´gorie
de fractions.
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On ve´rifie alors que la fonction compose´e :
[csqn+1X ′,csqn+1Y ′]red∞ g
∗
// [csqn+1Y ′,csqn+1Y ′]red∞ csqn+1(f
′)∗// [csqn+1X ′,csqn+1Y ′]red∞ ,
est e´gale a` la fonction identite´ ; donc :
[csqn+1Y ′,csqn+1Y ′]red∞ csqn+1(f
′)∗// [csqn+1X ′,csqn+1Y ′]red∞ g
∗
// [csqn+1Y ′,csqn+1Y ′]red∞ ,
est aussi e´gale a` la fonction identite´, parce que la fle`che :
[csqn+1Y ′,csqn+1Y ′]red∞ csqn+1(f
′)∗// [csqn+1X ′,csqn+1Y ′]red∞ ,
est bijective.
Il se suit que csqn+1(f ′) ○ g est aussi le morphisme identite´ dans la cate´gorie ∆̂ 0[(Wred∞ )−1].
Autrement dit, csqn+1(f ′) est une∞-e´quivalence faible. Donc, f est une n-e´quivalence faible d’apre`s
le Corollaire 11.0.8. 
On de´duit du The´ore`me 4.7 de [Bar10] et des Lemmes 10.1.5 et 10.1.6 qu’on a bien une cate´gorie
de mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) dont les objets fibrants sont les ensembles simpliciaux re´duits
lesquels sont les complexes de Kan X tels que πm(X) = 0 pour tout m ≥ n + 1.
Finalement si 0 ≤ n < ∞ on montre que ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) munie de l’enrichissement
(170) est une cate´gorie de mode`le simpliciale pointe´e d’ordre n de fac¸on analogue au cas n = ∞ ;
cela e´tant possible parce que ( ∆̂ ⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn,Hom ∆̂ ∗) est une cate´gorie de mode`les
simpliciale d’ordre n (voir le Corollaire 8.5.1 et les Lemmes 9.1.2 et 9.3.5). 
On de´signe par Hon( ∆̂ 0 ) la cate´gorie des n-types d’homotopie re´duits, i.e. la cate´gorie homo-
topique de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wred∞ ,mono,fibredn ), et on note [ ⋅ , ⋅ ]redn l’ensemble des
morphismes dans Hon( ∆̂ 0). Si X est un ensemble simplicial re´duit, la classe associe´e a` X dans l’en-
semble des objets a` isomorphisme pre`s de la cate´gorie Hon( ∆̂ 0 ), est appele´e le n-type d’homotopie
re´duit de X .
Rappelons :
Lemme 10.1.7. Si 0 ≤ n ≤∞, l’adjonction de´finie dans (169) plus haut :
(183) ∆̂ 0
⊥
 
ν
//
H
{{
∆̂ ⋆
est une adjonction de Quillen par rapport aux structures de cate´gories de mode`les de la Proposition
10.1.2 et du Corollaire 8.5.1.
Plus encore, l’adjonction induite entre les cate´gories homotopiques :
Hon( ∆̂ 0)
⊥
Lν
//
RH
{{
Hon( ∆̂ ⋆)
de´termine une e´quivalence entre la cate´gorie des n-types d’homotopie re´duits Hon( ∆̂ 0) et la sous-
cate´gorie pleine de Hon( ∆̂ ⋆) des n-types d’homotopie pointe´s connexes, i.e. les X tels que π0(X) = 0.
De´monstration. Le foncteur d’inclusion ∆̂ 0
  // ∆̂ ⋆ respecte e´videmment les monomor-
phismes et les n-e´quivalences faibles entre des ensembles simpliciaux re´duits. Donc (183) est bien
une adjonction de Quillen.
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Si A est un ensemble simplicial re´duits lequel est un complexe de Kan, on ve´rifie facilement
qu’une unite´ A // RH ○Lν(A) est un isomorphisme de Hon( ∆̂ 0) pour n’importe quelle choix
de foncteurs de´rive´RH et Lν. D’un autre, si (X,x0) est un ensemble simplicial pointe´ tel que X est
un complexe de Kan, on ve´rifie a` l’aide de la Proposition 8.6.1 que Lν ○RH(X,x0) // (X,x0)
induit un isomorphisme de groupes d’homotopie πi pour 0 < i <∞ ; Donc si X est suppose´ connexe
Lν ○RH(X,x0) // (X,x0) est un isomorphisme de la cate´gorie Hon( ∆̂ ⋆). 
On aura besoin du crite`re suivant qui permet d’identifier les fibrations entre des objets fibrants
de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) (voir le Lemme 2.1 de [Sta14]).
Proposition 10.1.8. Si 0 ≤ n ≤∞, soient X et Y des objets fibrants de la cate´gorie de mode`les
( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) de la Proposition 10.1.2, c’est-a`-dire X et Y sont des ensembles simpli-
ciaux re´duits lesquels sont de complexes de Kan tels que πm(X) = 0 = πm(Y ) pour tout m ≥ n + 1 ;
alors un morphisme f ∶ X // Y est une fibration de ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) si et seulement si
f ve´rifie la proprie´te´ de rele`vement a` droite par rapport a` l’ensemble de morphismes :
J0 = { Λm,k/sq0Λm,k   α
m−1/sq0αm−1 // ∆m/sq0∆m ∣ m ≥ 2 , 0 ≤ k ≤m } .
(note que m ≥ 2 dans la de´finition de J0).
De´monstration. Vu que ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) est une localisation de Bousfield a` gauche
de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wred∞ ,mono,fibred∞ ), d’apre`s la Proposition 3.4.16 de [Hir03] si X
et Y sont des objets fibrants de ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) un morphisme f ∶ X // Y est une fibra-
tion de ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) si et seulement si f est une fibration de ( ∆̂ 0,Wred∞ ,mono,fibred∞ ).
Donc il suffit de montrer que si X et Y sont des ensembles simpliciaux re´duits lesquels sont de
complexes de Kan, alors un morphisme f ∶ X // Y est une fibration de la cate´gorie de mode`les
( ∆̂ 0,Wred∞ ,mono,fibred∞ ), si et seulement si f ve´rifie la proprie´te´ de rele`vement a` droite par rapport
a` l’ensemble de morphismes :
J0 = { Λm,k/sq0Λm,k   α
m−1/sq0αm−1 // ∆m/sq0∆m ∣ m ≥ 2 , 0 ≤ k ≤m } .
Ve´rifions d’abord :
Lemme 10.1.9. Si m ≥ 2 et 0 ≤ k ≤m, le morphisme d’ensembles simpliciaux re´duits :
Λm,k/sq0Λm,k   α
m−1/sq0αm−1 // ∆m/sq0∆m
est un monomorphisme et une ∞-e´quivalence faible.
De´monstration. On ve´rifie facilement que si A
j // B est un monomorphisme d’ensembles
simpliciaux, alors A/sq0A j/sq0j // B/sq0B est un monomorphisme d’ensembles simpliciaux re´duits.
D’un autre coˆte´ en prenant de carre´s cocarte´siens :
⋆ // ∆m/sq0∆m
sq0∆
m
OO
// ∆m
OO
et
⋆ // Λm,k/sq0Λm,k
sq0Λ
m,k
OO
// Λm,k
OO
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lesquels d’apre`s le Lemme 4.2.2 sont en fait de carre´s homotopiquement cocarte´siens de la cate´gorie
de mode`les ( ∆̂ ,W∞,mono,fib∞) ; on construit un cube dans ∆̂ dont toutes les faces sont de
carre´s commutatifs :
sq0Λ
m,k
{{
//

Λm,k
ww
αm,k

⋆ // Λm,k/sq0Λm,k

sq0∆
m
{{
// ∆m
ww
⋆ // ∆m/sq0∆m
Donc vu que Λm,k
αm,k // ∆m est une n-e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux si m ≥ 1
et 0 ≤ k ≤ m et sq0Λ
m,k
sq0α
m,k
// sq0∆
m est un isomorphisme d’ensembles simpliciaux si m ≥ 2 et
0 ≤ k ≤m ; on de´duit du Lemme 4.2.1 que le morphisme :
Λm,k/sq0Λm,k   α
m−1/sq0αm−1 // ∆m/sq0∆m ,
est une ∞-e´quivalence faible si m ≥ 2 et 0 ≤ k ≤m. 
Il se suit du Lemme 10.1.9 qu’on vient de montrer que si f ∶ X // Y est une fibration de la
cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wred∞ ,mono,fibred∞ ), alors f ve´rifie la proprie´te´ de rele`vement a` droite
par rapport a` J0.
Montrons :
Lemme 10.1.10. Si j∶ A // B est un morphisme d’ensembles simpliciaux re´duits lequel est un
monomorphisme et une ∞-e´quivalence faible, alors j ve´rifie la proprie´te´ de rele`vement a` gauche par
rapport a` l’ensemble de morphismes d’ensembles simpliciaux re´duits f ∶ X // Y tels que X et Y
sont de complexes de Kan et f ve´rifie la proprie´te´ de rele`vement a` droite par rapport a` l’ensemble
de morphismes :
J0 = { Λm,k/sq0Λm,k   α
m−1/sq0αm−1 // ∆m/sq0∆m ∣ m ≥ 2 , 0 ≤ k ≤m } .
De´monstration. Supposons qu’on s’est donne´ un carre´ commutatif d’ensembles simpliciaux
re´duits :
(184) A
j

ϕ // X
f

B
ψ
// Y
ou` j est un monomorphisme et une ∞-e´quivalence faible, X et Y sont de complexes de Kan et f
ve´rifie la proprie´te´ de rele`vement a` droite par rapport a` l’ensemble de morphismes :
J0 = { Λm,k/sq0Λm,k   α
m−1/sq0αm−1 // ∆m/sq0∆m ∣ m ≥ 2 , 0 ≤ k ≤m } .
On doit montrer que le carre´ (184) admet un rele`vement, c’est-a`-dire qu’il existe un morphisme
d’ensembles simpliciaux re´duits F ∶ B // X tel que f ○ F = ψ et F ○ j = ϕ.
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Dans ce but commenc¸ons pour prendre a` l’aide de l’argument du petit objet une factorisation
dans ∆̂ 0 du morphisme ψ :
B
ψ
))
ψ1
// B′
ψ2
// Y ,
ou` ψ2 ve´rifie la proprie´te´ de rele`vement a` droite par rapport a` l’ensemble de morphismes J0 ci-dessus
et ψ1 est un morphisme dans cell(J0).
En suit conside´rons un carre´ carte´sien dans ∆̂ 0 :
B′ ×
Y
X
p1

p2 // X
f

B′
ψ2
// Y ,
et si ξ∶ A // B′ ×
Y
X est le seul morphisme d’ensembles simpliciaux re´duits tel que p2 ○ ξ = ϕ et
p1 ○ ξ = ψ1 ○ j, prenons une factorisation dans ∆̂ 0 :
A
ξ
++
ξ1
// A′
ξ2
// B′ ×
Y
X ,
ou` ψ2 ve´rifie la proprie´te´ de rele`vement a` droite par rapport a` J0 et ψ1 est un morphisme dans
cell(J0).
Notons qu’on a un carre´ commutatif :
(185) A
j

ξ1 // A′
p1○ξ2

B
ψ1
// B′ .
parce que (p1 ○ ξ2) ○ ξ1 = p1 ○ ξ = ψ1 ○ j.
En plus on ve´rifie que (184) admet un rele`vement s’il est du meˆme pour le carre´ (185). En effet,
si G∶ B // A′ satisfait que (p1 ○ ξ2) ○G = ψ1 et G ○ j = ξ1, alors le morphisme F ∶ B // X de´fini
par le compose´ F = p2 ○ ξ2 ○G ve´rifie que :
f ○ F = f ○ p2 ○ ξ2 ○G = ψ2 ○ p1 ○ ξ2 ○G = ψ2 ○ ψ1 = ψ
et
F ○ j = p2 ○ ξ2 ○G ○ j = p2 ○ ξ2 ○ ξ1 = p2 ○ ξ = ϕ .
Enfin, vu que j∶ A // B est un monomorphisme d’ensembles simpliciaux re´duits, pour montrer
l’existence d’un rele`vement du carre´ (185) il suffit de montrer les points suivants :
a) p1 ○ ξ2 est une ∞-e´quivalence faible.
b) p1 ○ ξ2 est une fibration de Kan.
Le point a) est de´duit de la proprie´te´ de deux-sur-trois des ∞-e´quivalences faibles vu que (p1 ○
ξ2) ○ ξ1 = ψ1 ○ j ; et parce que j est une ∞-e´quivalences faibles par hypothe`se et les morphismes ξ1
et ψ1 sont aussi des ∞-e´quivalences faibles en tant que des e´le´ments de cell(J0) (voir le Lemme
10.1.9).
Pour montrer b) remarquons d’abord :
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Lemme 10.1.11. Si Z est un ensemble simplicial re´duit, alors Z // ⋆ ve´rifie la proprie´te´ de
rele`vement a` droite par rapport a` l’ensemble :
{ Λm,k/sq0Λm,k   α
m−1/sq0αm−1 // ∆m/sq0∆m ∣ m ≥ 2 , 0 ≤ k ≤m } .
si et seulement Z est un complexe de Kan (son image par le foncteur canonique ∆̂ 0
  ν // ∆̂ ).
De´monstration. Vu qu’on a une adjonction :
∆̂ 0
⊥
 
ν //
F= ⋅/sq0( ⋅ )
{{
∆̂ ,
ou` le foncteur ν est normalement supprime´ ; il se suit qu’un ensemble simplicial re´duit X est un
complexe de Kan si et seulement si le morphisme X // ⋆ ve´rifie la proprie´te´ de rele`vement a` droite
par rapport a` l’ensemble :
{ Λm,k/sq0Λm,k   α
m−1/sq0αm−1 // ∆m/sq0∆m ∣ m ≥ 1 , 0 ≤ k ≤m } .
Le Lemme se suit su fait que pour tout ensemble simplicial re´duit X , le morphisme X // ⋆
ve´rifie la proprie´te´ de rele`vement a` droite par rapport au morphisme ⋆
  // ∆1/sq0∆1 = S1 . 
Montrons aussi :
Lemme 10.1.12. Soit Z et W des ensembles simpliciaux re´duits lesquels sont des complexes de
Kan. Si T ∶ Z // W est un morphisme ve´rifiant la proprie´te´ de rele`vement a` droite par rapport a`
l’ensemble :
J0 = { Λm,k/sq0Λm,k  α
m−1,k/sq0αm−1 // ∆m/sq0∆m ∣ m ≥ 2 , 0 ≤ k ≤m }
et tel que T ⋆∶ π1(Z) // π1(W ) est une fonction surjective, alors T est une fibration de Kan
(l’image de f par le foncteur canonique ∆̂ 0
  ν // ∆̂ ).
De´monstration. Il nous reste a` montrer que T ve´rifie la proprie´te´ de rele`vement a` droite par
rapport au morphisme :
⋆
  // ∆1/sq0∆1 ;
c’est-a`-dire que la fonction T1∶ Z1 // W1 est une fonction surjective.
Soit w ∈ W1 un 1-simplexe de l’ensemble simplicial re´duit W . Vu que T
⋆∶ π1(Z) // π1(W )
est une fonction surjective, il se suit de la Proposition 8.6.1 qu’il existe un 1-simplexe z ∈ Z1 de Z
et un 2-simplexe η ∈W2 de W tels que d2(η) = T1(z) et d1(η) = w et d0(η) = ⋆.
Conside´rons le morphisme η′∶ Λ2,1/sq0Λ2,1 // Z de´finit en imposant que :
∆1
z
**
δ2
// Λ2,1
quotient
// Λ2,1/sq0Λ2,1
η′
// Z et ∆1
⋆
**
δ0
// Λ2,1
quotient
// Λ2,1/sq0Λ2,1
η′
// Z ;
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et remarquons qu’on a un carre´ commutatif :
(186) Λ2,1/sq0Λ2,1 η
′
//
α2,1/sq0α2,1

Z
T

∆2/sq0∆2 η // W
Si ∆2/sq0∆2 ξ // Z est un rele`vement du carre´ (186), on constate que :
T1(d1ξ) = d1(T2ξ) = d1(η) = w .
Donc T1∶ Z1 // W1 est une fonction surjective. 
Remarquons enfin que d’apre`s le Lemme 10.1.11 les ensembles simpliciaux A′ et B′ du dia-
gramme (185) sont des complexes de Kan. En effet, les morphismes p1, ξ2 et ψ2 ve´rifient la proprie´te´
de rele`vement a` droite par rapport a` J0, et par hypothe`se X et Y sont des complexes de Kan. Donc
les morphismes A′ // ⋆ et B′ // ⋆ ve´rifient la proprie´te´ de rele`vement a` droite par rapport a` J0.
Donc, vu qu’on a de´ja` montre´ que le morphisme p1 ○ ξ2 est une ∞-e´quivalence faible, on de´duit
du Lemme 10.1.12 le point b) de´sire´, c’est-a-dire que p1 ○ ξ2 est une fibration de Kan. 
Du Lemme 10.1.10 qu’on vient de montrer on a que si X et Y sont des ensembles simpli-
ciaux re´duits lesquels sont de complexes de Kan et f ∶ X // Y est un morphismes ve´rifient la
proprie´te´ de rele`vement a` droite par rapport a` J0, alors f est une fibration de la cate´gorie de
mode`les ( ∆̂ 0,Wred∞ ,mono,fibred∞ ). 
§10.2. Dans le pre´sent paragraphe on va montrer que si 1 ≤ n < ∞ la cate´gorie de mode`les
simpliciale pointe´e (∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ,Hom ∆̂ 0) de la Proposition 10.1.2 est une cate´gorie de
mode`les simpliciale pointe´e d’ordre n − 1.
D’apre`s le The´ore`me 9.2.2 il suffit de construire un foncteur espace de lacets de la cate´gorie de
mode`les pointe´e ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) :
∆̂ 0[Wredn ] Ω // ∆̂ 0[Wredn ] ,
et noter que son n-ie`me ite´ration Ωn est le foncteur ponctuel.
Pour cela conside´rons en premier lieu la suite de foncteurs :
(187) ∆
i1,0 // ∆ ×∆
ϑ // ∆
[n] ✤ // ([n], [0]) ✤ // [n + 1]
,
ou` i1,0 est le foncteur d’inclusion de (199) et ϑ est la restriction a` la cate´gorie des simplexes du
produit ⊗ de la cate´gorie augmente´e des simplexes ∆+ de´fini dans (97).
On est inte´resse´ au foncteur :
∆̂
D(− ) // ∆̂
de´fini par le compose´ des foncteurs induisent des foncteurs (187) :
∆̂
ϑ∗ // ∆̂ ×∆
(i1,0)∗ // ∆̂ .
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Explicitement si X est un ensemble simplicial, on trouve que D(X)n = Xn+1 et que les mor-
phismes faces et de´ge´ne´rescences de D(X) sont donne´s par :
di ∶ D(X)n = Xn+1 di // Xn = D(X)n−1 0 ≤ i ≤ n
et
sj ∶ D(X)n−1 = Xn sj // Xn+1 = D(X)n 0 ≤ j ≤ n − 1 .
Conside´rons les transformations naturelles :
∆̂
Foncteur identite´
&&
D(−) //
sq0(− )
88
 α
KS
β
KS
̺
∆̂ ,
ou` les morphismes X D(X)
αX
//
̺Xoo sq0(X)
βXoo
sont de´finies par les fonctions :
Xn Xn+1
d0...d0
´ udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸ udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1
//
dn+1oo X0
n+1
ucurlyleft udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymoducurlymid udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymoducurlyright
s0...s0oo
, si n ≥ 0
pour tout ensemble simplicial X .
On ve´rifie qu’effectivement ces sont de transformations naturelles parce que d’apre`s les identite´s
(94) on a pour 0 ≤ i ≤ n et 0 ≤ j ≤ n − 1 que :
dn ○ di = di ○ dn+1 et dn+1 ○ sj = dn ○ sj ,
d0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ d0´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n
○di = d0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ d0´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1
et d0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ d0´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1
○sj = d0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ d0´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n
,
s0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ s0´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n
= di ○ s0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ s0´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1
et sj ○ s0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ s0´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n
= s0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ s0´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1
.
(188)
Lemme 10.2.1. Si X est un ensemble simplicial, les morphismes D(X)
αX
// sq0(X)
βXoo
ve´rifient
que αX ○βX = idsq0(X) et il existe une homotopie H ∶ βX ○αX ≃ idD(X) ; autrement dit sq0(X) est un
re´tracte par de´formation de D(X). En particulier, si X est un ensemble simplicial re´duit l’ensemble
simplicial pointe´ D(X) de point base ⋆ βX // D(X) est contractile.
De´monstration. On ve´rifie que αX ○ βX = idsq0(X), c’est-a`-dire que :
(αX)n ○ (βX)n = d0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ d0´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1
○ s0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ s0´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1
= idX0 si n ≥ 0 ,
parce que d0 ○ s0 = idXk si k ≥ 0.
Rappelons par ailleurs :
112 Elhoim Sumano
Lemme 10.2.2. Se donner une homotopie H ∶ Z ×∆1 // W tel que H ∶ f ≃ g e´quivaut a` se
donner une famille de fonctions :
Zn
H(t)n // Wn pour n ≥ 0 et 0 ≤ t ≤ n + 1 ,
ve´rifiant :
di ○H(t)n =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
H(t)n−1 ○ di si 0 ≤ t ≤ i ≤ n
H(t − 1)n−1 ○ di si 0 ≤ i < t ≤ n + 1 ,
sj ○H(t)n =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
H(t)n+1 ○ sj si 0 ≤ t ≤ j ≤ n
H(t + 1)n+1 ○ sj si 0 ≤ j < t ≤ n + 1 ,
H(0)n = fn et H(n + 1)n = gn .
De´monstration. Si n ≥ 0 remarquons qu’on a une bijection :
(189) ϕ z→ tϕ
Hom∆([n], [1]) = ∆1n oo // { t ∣0 ≤ t ≤ n + 1}
ϕt ←Ð∣ t
ou` :
tϕ =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
min{a ∣ϕ(a) = 1} si ϕ /≡ 0
n + 1 si ϕ ≡ 0
et ϕt(a) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
0 si 0 ≤ a < t
1 si t ≤ a ≤ n .
On de´duit que les formules :
H(t)n(x) = Hn(x,ϕt) et Hn(x,ϕ) = H(tϕ)n(x)
de´finissent une bijection entre l’ensemble des familles de fonctions :
(190) { Zn ×∆1n Hn // Wn }
n≥0
et l’ensemble des familles de fonctions :
(191) { Zn H(t)n // Wn }
n≥0, 0≤t≤n+1
.
En plus remarquons que si 0 ≤ j ≤ n on a que :
di ○H(t)n(x) = di ○Hn(x,ϕt) =Hn−1(dix,ϕt ○ δi) =H(tϕt○δi)n−1 ○ di(x)
ou` :
s(i, t) = ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
t si 0 ≤ t ≤ i ≤ n
t − 1 si 0 ≤ i < t ≤ n + 1 ;
et si 0 ≤ j ≤ n on a que :
sj ○H(t)n(x) = sj ○Hn(x,ϕt) =Hn+1(sjx,ϕt ○ σj) =H(tϕt○σj )n+1 ○ sj(x)
ou` :
s′(j, t) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
t si 0 ≤ t ≤ j ≤ n
t + 1 si 0 ≤ j < t ≤ n + 1 .
D’un autre on a que :
Hn(x, δ0 ○ σ0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ σ0´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n
) = Hn(0)(x) et Hn(x, δ1 ○ σ0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ σ0´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n
) = Hn(n + 1)(x)
pour tout n-simplexe x de Z. 
Le de´terminant de Deligne 113
On utilise le Lemme 10.2.2 pour de´finir une homotopie H ∶ βX ○ αX ≃ idD(X) :
Si n ≥ 0 et 0 ≤ t ≤ n + 1 on de´finie la fonction H(t)n∶ Xn+1 // Xn+1 par la formule :
H(t)n = sn ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ st´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1−t
○dt ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dn´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1−t
.
Remarquons alors que par de´finition H(n + 1)n = idD(X)n et qu’en plus :
H(0)n = sn ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ s0´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1
○d0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dn´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1
= s0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ s0´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1
○d0 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ d0´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1
= (βX)n ○ (αX)n
parce que sk ○ sl = sl+1 ○ sk si k ≤ l et dk ○ dl = dl−1 ○ dk si k < l.
D’un autre coˆte´ si 0 ≤ t ≤ i ≤ n on a que :
di ○H(t)n =di ○ (sn ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ st´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1−t
○dt ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dn´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1−t
)
= ( sn−1 ○ . . . si ○ (di ○ si) ○ si−1 ⋅ ⋅ ⋅ ○ st´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1−t+1
) ○ (dt ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ di−1 ○ di ○ di+1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dn´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1−t
)
= ( sn−1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ st´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
(n−1)+1−t
) ○ (dt ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dn−1´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
(n−1)+1−t
) ○ di
=H(t)n−1 ○ di
et si 0 ≤ i < t ≤ n + 1 on a que :
di ○H(t)n =di ○ (sn ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ st´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1−t
○dt ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dn´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1−t
)
= ( sn−1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ st−1´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1−t
○di ○ dt ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dn´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1−t
)
= ( sn−1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ st−1´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
(n−1)+1−(t−1)
dt−1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dn−1´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
(n−1)+1−(t−1)
) ○ di
=H(t − 1)n−1 ○ di ;
parce que di ○ sk =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
sk−1 ○ di si i < k
id si i = k
et di ○ dl = dl−1 ○ di si i < l.
Finalement notons que si 0 ≤ t ≤ j ≤ n :
sj ○H(t)n =sj ○ ( sn ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ st´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1−t
○dt ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dn´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1−t
)
= ( sn+1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ st´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
(n+1)+1−t
) ○ ((dt ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dj) ○ (dj+1 ○ sj) ○ (dj+1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dn))
= ( sn+1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ st´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
(n+1)+1−t
○dt ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dn+1´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
(n+1)+1−t
) ○ sj
=H(t)n+1 ○ sj
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et si 0 ≤ j < t ≤ n + 1 on a que :
sj ○H(t)n = sj ○ ( sn ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ st´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1−t
○dt ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dn´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1−t
)
= ( sn+1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ st+1´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1−t
) ○ sj ○ (dt ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dn´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n+1−t
)
= ( sn+1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ st+1´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
(n+1)+1−(t+1)
)(dt+1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ dn+1´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
(n+1)+1−(t+1)
) ○ sj
=H(t + 1)n+1 ○ sj ,
parce que sj ○ sl = sl+1 ○ sj si j ≤ l, dj+1 ○ sj = id et sj ○ dk = dk+1 ○ sj si j < k, 
Rappelons aussi :
Lemme 10.2.3. Si X est un ensemble simplicial lequel est un complexe de Kan, alors le mor-
phisme d’ensembles simpliciaux D(X) ̺X // X est une fibration de Kan.
Si X est un ensemble simplicial pointe´ de point base ⋆
x0 // X , on de´finit le espace de lacets
simplicial de X sur x0 comme le sous-ensemble simplicial pointe´ Ωx0(X) de D(X) ou` :
(192) Ωx0(X)n = { α ∈ D(X)n =Xn+1 ∣ dn+1(α) = x0 } si n ≥ 0 .
En particulier, on a un carre´ carte´sien dans la cate´gorie ∆̂ ou la cate´gorie ∆̂ ⋆ :
(193) Ωx0(X) //

D(X)
ρX

⋆
x0
// X .
Lemme 10.2.4. Soit 0 ≤ n ≤ ∞. Si X est un ensemble simplicial n-fibrant re´duit c’est-a`-dire X
est un objet fibrant de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) de la Proposition 10.1.2,
ou de fac¸on explicite X est un complexe de Kan tel que X0 = ⋆ et πi(X) = 0 pour i ≥ n + 1, alors :
(i) Le carre´ carte´sien (193) est un carre´ homotopiquement carte´sien dans la cate´gorie de
mode`les ( ∆̂ ⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn).
(ii) Le seul morphisme D(X) αX // ⋆ est une ∞-e´quivalence faible.
(iii) Si 0 < n < ∞, l’ensemble simplicial Ω⋆(X) est un objet fibrant de la cate´gorie de mode`les
( ∆̂ ⋆, π−1Wn−1,mono, π−1fibn−1). De plus si n = 0 le seul morphisme Ω⋆(X) αX // ⋆ est
une ∞-e´quivalence faible.
De´monstration. E´tant donne´ 0 ≤ n ≤ ∞, supposons que X est un complexe de Kan tel que
X0 = ⋆ et πi(X) = 0 pour i ≥ n + 1.
Il se suit des Lemmes 10.2.1 et 10.2.3 que le morphisme D(X) ̺X // X est une fibration de Kan
et que D(X) αX // sq0(X) = ⋆ une ∞-e´quivalence faible. En particulier les ensembles simpliciaux
X et D(X) sont des objets fibrants de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ ⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn) si
on les conside`res comme des ensembles simpliciaux pointe´s par les 0-simplexes ⋆ ∈ {⋆} = X0 et
⋆ = s0(⋆) ∈ D(X)0 = X1 respectivement. Donc la fibration de Kan D(X) ̺X // X est une fibration
de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ ⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn), et vu que (193) est un carre´ carte´sien de
∆̂ ⋆, l’espace de lacet simplicial Ω⋆(X) est un objet fibrant de ( ∆̂ ⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn).
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D’apre`s le Lemme 4.2.2 le carre´ (193) est en fait un carre´ homotopiquement carte´sien de la
cate´gorie de mode`les ( ∆̂ ⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn).
Remarquons d’un autre qu’un objet fibrant Z de ( ∆̂ ⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn) est fibrant dans
la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ ⋆, π−1Wn−1,mono, π−1fibn−1) si et seulement si πn(Z) = 0.
Il y a plusieurs arguments pour montrer que πn(Ω⋆(X)) ≅ πn+1(X) = 0. Par exemple, si X est
un complexe de Kan c’est une conse´quence de la Proposition 8.6.1 vu que :
{α ∈ Ω⋆(X)n ∣ di(α) = ⋆ 0 ≤ i ≤ n} = {α ∈ Xn+1 ∣ di(α) = ⋆ 0 ≤ i ≤ n + 1}
et
{σ ∈ Ω⋆(X)n+1 ∣ dj(σ) = ⋆ 2 ≤ j ≤ n + 1} = {σ ∈Xn+2 ∣ dj(α) = ⋆ 2 ≤ j ≤ n + 2} .

Remarquons que d’apre`s les Lemmes 5.1.1, 10.1.7 et 10.2.4, la restriction du foncteur :
∆̂ ⋆
Ω // ∆̂ ⋆
a` la sous-cate´gorie pleine des ensembles simpliciaux n-fibrants re´duits (les complexe de Kan X
tels que X0 = ⋆ et πi(X) = 0 pour i ≥ n + 1), admet un foncteur de´rive´ total par rapport aux
n-e´quivalences faibles pointe´es π−1Wn. Plus encore un tel foncteur de´rive´ total est isomorphe a` la
restriction d’un foncteur espace de lacets de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ ⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn)
a` la sous-cate´gorie des n-types d’homotopie pointe´s connexes.
L’e´nonce´ suivant est une version combinatoire du Lemme 10.2.4 qu’on vient de montrer (voir
aussi [Dus02]) :
Lemme 10.2.5. Soit 1 ≤ n < ∞. Si X est un n-groupo¨ıde de Kan re´duit (ce qu’on pourrait appeler
un n-groupe de Kan), alors Ω⋆(X) est un (n − 1)-groupo¨ıde de Kan.
De´monstration. Il faut de montrer que si X est un ensemble simplicial re´duit lequel est un
complexe de Kan qui satisfait la condition d’extension de Kan de fac¸on stricte en dimension m pour
m ≥ n alors Ω⋆(X) est un complexe de Kan qui satisfait la condition d’extension de Kan de fac¸on
stricte en dimension m pour m ≥ n − 1.
Remarquons pour commencer que du plongement de Yoneda et de la de´finition de l’ensemble
simplicial Λm+1,k, on peut identifier pour 0 ≤ k ≤m + 1 la fonction :
Hom ∆̂ (∆m+1,X) α
m,k
X // Hom∆̂ (Λm+1,k,X)
avec la fonction :
Xm+1
//
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(a0, . . . , ak−1, ak+1 . . . , am+1) ∈ (Xm)
m+1
RRRRRRRRRRR
diaj = dj−1ai
si 0 ≤ i < j ≤m + 1 et i, j ≠ k.
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ .
η z→ (d0(η), . . . , dk−1(η), dk+1(η) . . . , dm+1(η))
(194)
Du meˆme, si 0 ≤ k ≤m on identifie :
Hom ∆̂ (∆m,Ω⋆(X))
α
m−1,k
Ω⋆(X) // Hom∆̂ (Λm,k,Ω⋆(X))
avec la fonction suivante :
{α ∈Xm+1 ∣dm+1(α) = ⋆} //
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(b0, . . . , bk−1, bk+1 . . . , bm) ∈ (Xm)
m
RRRRRRRRRRR
dm(bi) = ⋆ pour tout 0 ≤ i ≤m, i ≠ k
et dibj = dj−1bi si 0 ≤ i < j ≤m et i, j ≠ k.
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ .
α ↦ (d0(α), . . . , dk−1(α), dk+1(α) . . . , dm(α))
(195)
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Plus encore, on ve´rifie aussi-toˆt que si m ≥ 0 et 0 ≤ k ≤m on a un carre´ commutatif :
Xm+1
(194) //
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(a0, . . . , ak−1, ak+1 . . . , am+1) ∈ (Xm)
m+1
RRRRRRRRRRR
diaj = dj−1ai
si 0 ≤ i < j ≤m + 1 et i, j ≠ k.
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
OO OO
{α ∈Xm+1 ∣dm+1(α) = ⋆} (195)//
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(b0, . . . , bk−1, bk+1 . . . , bm) ∈ (Xm)
m
RRRRRRRRRRR
dm(bi) = ⋆ pour tout 0 ≤ i ≤m, i ≠ k
et dibj = dj−1bi si 0 ≤ i < j ≤m et i, j ≠ k.
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ ,
(196)
ou` la fonction qui monte a` gauche est la contention et cela qui monte a` droite est de´finie par la
re`gle :
(b0, . . . , bk−1, bk+1 . . . , bm) z→ (b0, . . . , bk−1, bk+1 . . . , bm,⋆) .
En fait on ve´rifie sans peine que le carre´ (196) est un carre´ carte´sien des ensembles. Donc si
X satisfait la condition d’extension de Kan en dimension m (resp. il la satisfait de fac¸on stricte en
dimension m), alors Ω⋆(X) satisfait la condition d’extension de Kan en dimension m − 1 (resp. il la
satisfait de fac¸on stricte en dimension m). 
Si X est un ensemble simplicial re´duit conside´rons maintenant le morphisme d’ensembles sim-
pliciaux re´duits :
H( D(X) ̺X // X ) = Dred(X) ̺redX // X .
image du morphisme D(X) ̺X // X par le foncteur adjoint a` droite de l’adjonction :
∆̂ 0
⊥
 
ν
//
H
{{
∆̂ ⋆ .
Explicitement on a que Dred(X)0 = {⋆} ⊂X1 et :
D
red(X)n = { α ∈ Xn+1 ∣ din ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ di1(α) = ⋆ ∈X1 toujours que 0 ≤ ij ≤ n + 1 − j}
si n ≥ 1.
On de´finit le espace de lacets simplicial re´duit d’un ensemble simplicial re´duit X , comme le
sous-ensemble simplicial re´duit Ωred(X) de Dred(X) de´fini par :
Ω
red(X)n = {α ∈ Dred(X)n ∣ dn+1(α) = ⋆}
= {α ∈ Xn+1 ∣ dn+1(α) = ⋆ ∈Xn et din ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ di1(α) = ⋆ ∈X1 si 0 ≤ ij ≤ n + 1 − j}
si n ≥ 1.
En particulier on a un carre´ carte´sien de ∆̂ 0 (ou de ∆̂ ) :
(197) Ωred(X) //

D
red(X)
ρredX

⋆ // X
Lemme 10.2.6. Soit 0 ≤ n ≤ ∞. Si X est un ensemble simplicial n-fibrant re´duit c’est-a`-dire X
est un objet fibrant de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) de la Proposition 10.1.2,
ou de fac¸on explicite X est un complexe de Kan tel que X0 = ⋆ et πi(X) = 0 pour i ≥ n + 1, alors :
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(i) Le carre´ carte´sien (197) est un carre´ homotopiquement carte´sien dans la cate´gorie de
mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ).
(ii) Le seul morphisme Dred(X) αX // ⋆ est une ∞-e´quivalence faible.
(iii) Si 1 ≤ n < ∞ l’ensemble simplicial Ωred(X) est un objet fibrant de la cate´gorie de
mode`les ( ∆̂ 0,Wredn−1,mono,fibredn−1). En particulier Ωred ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○Ωred´udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¸udcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymodudcurlymod¶
n
(X) // ⋆ est une
∞-e´quivalence faible.
De´monstration. Si X est un objet fibrant de ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) d’apre`s le Lemme
10.1.7 le morphisme :
H( D(X) ̺X // X ) = Dred(X) ̺redX // X ,
image du morphisme D(X) ̺X // X par le foncteur adjoint a` droite de l’adjonction :
∆̂ 0
⊥
 
ν
//
H
{{
∆̂ ⋆
est une fibration de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ).
En particulier les ensembles simpliciaux re´duits Dred(X) et Ωred(X) sont des objets fibrants de
la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ).
Plus encore, vu que D(X) αX // ⋆ est une∞-e´quivalences faible entre complexes de Kan pointe´s :
H( D(X) αX // ⋆ ) = Dred(X) // ⋆
est aussi une ∞-e´quivalence faible entre complexes de Kan re´duits.
Si X est un objet fibrant de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) vu que le mor-
phisme Dred(X) ̺redX // X est une fibration de ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ), il se suit du Lemme 4.2.2
que (197) est un carre´ homotopiquement carte´sien de ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ).
D’un autre, rappelons qu’un objet fibrant Z de ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) est fibrant dans
la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wredn−1,mono,fibredn−1) si et seulement si πn(Z) = 0. On de´duit que
πn(Ωred(X)) ≅ πn+1(X) = 0 de la Proposition 8.6.1 parce que si n ≥ 1 :
{α ∈ Ωred(X)n ∣ di(α) = ⋆ 0 ≤ i ≤ n}
= {α ∈Xn+1 ∣ di(α) = ⋆ si 0 ≤ i ≤ n + 1 et din ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ di1(α) = ⋆ ∈X1 si 0 ≤ ij ≤ n + 1 − j}
= {α ∈Xn+1 ∣ di(α) = ⋆ si 0 ≤ i ≤ n + 1 }
(198)
et si α,β sont des e´le´ments de l’ensemble (198) alors on a que :
{w ∈ Ωred(X)n+1 ∣ d0(w) = α , d1(w) = β et di(w) = ⋆ si 2 ≤ i ≤ n + 1}
= {w ∈ Xn+2 ∣ d0(w) = α , d1(w) = β , di(w) = ⋆ si 2 ≤ i ≤ n + 2
et din+1 ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ di1(α) = ⋆ ∈X1 si 0 ≤ ij ≤ n + 2 − j}
= {w ∈ Xn+2 ∣ d0(w) = α , d1(w) = β , di(w) = ⋆ si 2 ≤ i ≤ n + 2 } .

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On de´duit des Lemmes 10.2.6 et 5.1.1 l’e´nonce´ suivant :
Corollaire 10.2.7. Si 0 ≤ n ≤∞ le foncteur Ωred∶ ∆̂ 0 // ∆̂ 0 de´fini ci-dessus respecte les
n-e´quivalences faibles entre les objets fibrants de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn )
de la Proposition 10.1.2. Plus encore un foncteur de´rive´ a` droite de Ωred est un foncteur espace de
lacet de ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ).
En particulier si 0 < n <∞ la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) munie de l’enri-
chissement Hom∆̂ 0 de (170) est une cate´gorie de mode`les simpliciale pointe´e d’ordre n − 1 (voir le
The´ore`me 9.2.2).
D’apre`s le Corollaire 10.2.7 le foncteur de´rive´ des morphismes RHom∆̂ 0 de la cate´gorie des
n-types d’homotopie re´duits Hon( ∆̂ 0 ) c’est-a`-dire de la cate´gorie homotopique ∆̂ 0[(Wredn )−1] de
la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ), est un enrichissement tensore´ et cotensore´ sur la
cate´gorie carte´sienne ferme´e Hon−1( ∆̂ ) des (n − 1)-types d’homotopie (la cate´gorie homotopique
des (n − 1)-groupo¨ıdes).
La cate´gorie des n-types d’homotopie re´duits munie d’un tel enrichissement sur la cate´gorie
homotopique des (n − 1)-groupo¨ıdes est dite parfois la cate´gorie homotopique des n-groupes.
On arrive a` cette cate´gorie d’une fac¸on e´quivalente comme suit : Posons Fibn0 pour noter la
sous-cate´gorie de ∆̂ 0 dont les objets sont les ensembles simpliciaux n-fibrants re´duits, c’est-a`-dire
les objets fibrants de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) de la Proposition 10.1.2, ou
de fac¸on explicite les complexe de Kan X tels que X0 = ⋆ et πi(X) = 0 pour i ≥ n + 1.
On de´duit du Corollaire 10.2.7 :
Corollaire 10.2.8. Soit 0 < n < ∞. Si X et Y sont des ensembles simpliciaux n-fibrants re´duits
l’ensemble simplicial des morphismes Hom ∆̂ 0(X,Y ) de (170) est un ensemble simplicial (n − 1)-
fibrant. Autrement dit le foncteur Hom ∆̂ 0 induit par restriction un enrichissement de la cate´gorie
Fibn0 sur la cate´gorie carte´sienne ferme´e Fib
n−1 (voir le Lemme 8.4.6).
Si hFibn0 note la cate´gorie des ensembles simpliciaux n-fibrants re´duits dont l’ensemble des
morphismes est l’ensemble des composantes connexes par arcs π0(Hom ∆̂ 0), il se suit que le foncteur
d’inclusion de Fibn0 vers ∆̂ 0 induit une e´quivalence de cate´gories entre hFib
n
0 et la cate´gorie des
n-types d’homotopie re´duits Hon( ∆̂ 0).
Enfin remarquons que le foncteur Hom ∆̂ 0 est un enrichissement de hFib
n
0 sur la cate´gorie
carte´sienne ferme´e hFibn−1, tandis que l’enrichissement de la cate´gorie des n-types d’homotopie
re´duits Hon( ∆̂ 0) sur la cate´gorie carte´sienne ferme´e des (n − 1)-types d’homotopie Hon−1( ∆̂ ) est
un foncteur de´rive´ des morphismes RHom∆̂ 0 .
§10.3. On va dire qu’une cate´gorie de mode`les C est de dimension homotopique infinie si pour
tout entier m > 0 et tout foncteur espace de lacet ΩC⋆ de la cate´gorie de mode`les C⋆ des objets
pointe´s de C (voir §9.3.3), il existe un objet X de C⋆ tel que Ω
m
C⋆
(X) ne soit pas l’objet null de
Ho(C⋆).
Une cate´gorie de mode`les qui n’est pas de dimension homotopique infinie est dite de dimension
homotopique finie. Si C est une cate´gorie de mode`les de dimension homotopique finie et n ≥ 0 est un
entier, on dit que C est de dimension homotopique n s’il existe un foncteur espace de lacets ΩC⋆ de
la cate´gorie de mode`les C⋆ des objets pointe´s de C tel que :
(i) ΩnC⋆(X) n’est pas l’objet null de Ho(C⋆) pour certain objetsX de C⋆ (ou` Ω0C⋆ est le foncteur
identite´).
(ii) Ωn+1C⋆ (Y ) est l’objet null de Ho(C⋆) pour tout objet Y de C⋆ .
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Autrement dit la dimension homotopique d’une cate´gorie de mode`le C est le entier le plus grand
n pour lequel la n-ie`me ite´ration ΩC⋆ ○⋯○ΩC⋆ d’un foncteur espace de lacets quelconques ΩC⋆ de C⋆
n’est pas le foncteur null.
De fac¸on e´quivalente la dimension homotopique d’une cate´gorie de mode`le C mesure la taille
de son espace des morphismes de´rive´ RHomC⋆ . Plus pre´cise´ment d’apre`s le The´ore`me 9.2.2 une
cate´gorie de mode`les C est de dimension homotopique n si et seulement si :
(i) Les groupes d’homotopie πn+1(RHomC⋆(X,Y )) sont nuls pour tous les objets X et Y de
C⋆.
(ii) Ils existent des objets Z et W de C⋆ tels que πn(RHomC⋆(Z,W )) n’est pas null.
Plus encore d’apre`s le Corollaire 9.3.1 la dimension homotopique d’une cate´gorie de mode`les de
Cisinski C est l’entier le plus petit n ≥ 0 tel que C admette a` e´quivalence de Quillen pointe´e pre`s une
structure de cate´gorie de mode`les simplicial d’ordre n.
Montrons :
Corollaire 10.3.1. ( ∆̂ ,W∞,mono,fib∞) et ( ∆̂ 0,Wred∞ ,mono,fibred∞ ) sont de cate´gories
de mode`les de dimension homotopique infinie.
D’un autre, si n ≥ 0 la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ ,Wn,mono,fibn) est de dimension homotopique
n et si n ≥ 1 la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) est de dimension homotopique n−1.
De´monstration. D’apre`s le Lemme 8.4.5 si 0 ≤ n ≤ ∞ la cate´gorie de mode`les de Cisinski
( ∆̂ ,Wn,mono,fibn) est une cate´gorie de mode`les simplicial d’ordre n ; donc ( ∆̂ ,Wn,mono,fibn)
est de dimension homotopique plus petite ou e´gale a` n (voir le Corollaire 9.3.1). Du meˆme si 0 < n ≤ ∞
d’apre`s le Corollaire 10.2.7 la cate´gorie de mode`les de Cisinski ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) est de
dimension homotopique plus petite ou e´gale a` n − 1.
Il se suit aussi-toˆt que ( ∆̂ ,W0,mono,fib0) et ( ∆̂ 0,Wred1 ,mono,fibred1 ) sont des cate´gories de
mode`les de dimension homotopique 0, parce que les foncteurs identite´ des cate´gories homotopiques
∆̂ ⋆[(π−1W0)−1] et ∆̂ 0[(Wred1 )−1] ne sont pas de foncteurs nuls.
Rappelons d’un autre que si 0 ≤ n ≤ ∞ d’apre`s les Lemmes 10.2.4, 10.2.6 et 5.1.1 pour tout
complexe de Kan re´duit X ve´rifiant que πi(X) = 0 si i > n, les ensembles simpliciaux Ω⋆(X) et
Ω
red(X) sont des espaces de lacets fibrants de X dans la cate´gorie de mode`les des objets pointe´s de
( ∆̂ ,Wn,mono,fibn) et dans la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) respectivement.
Plus encore dans ce cas on a des isomorphismes (voir la preuve des Lemmes 10.2.4 et 10.2.6) :
πi(Ωm⋆ (X)) ≅ πm+i(X) si m ≥ 1 et i ≥ 0
et
πi((Ωred)m(X)) ≅ πm+i(X) si m ≥ 1 et i ≥ 1.
Si m ≥ 1 conside´rons un complexe de Kan re´duit Z(m) tel que πm(Z(m)) ≠ 0 et πi(Z(m)) = 0
pour i >m (prendre par exemple l’image par le foncteur adjoint a` droite de l’adjonction (183) d’un
espace d’Eilenberg–Mac Lane connexe).
On conclut que ( ∆̂ ,W∞,mono,fib∞) et ( ∆̂ 0,Wred∞ ,mono,fibred∞ ) sont de cate´gories de
mode`les de dimension homotopique infinie. En effet si m ≥ 1 il existe un complexe de Kan pointe´
X = Z(m) et un complexe de Kan re´duit Y = Z(m+ 1) tels que Ω⋆(X) et Ωred⋆ (Y ) sont des espaces
de lacets fibrants de X et Y dans ( ∆̂ ⋆, π−1W∞,mono, π−1fib∞) et ( ∆̂ 0,Wred∞ ,mono,fibred∞ ) res-
pectivement, lesquels ve´rifient la proprie´te´ :
π0(Ωm⋆ (X)) ≅ πm(Z(m)) ≠ 0 et π1((Ωred⋆ )m(Y )) ≅ πm+1(Z(m + 1)) ≠ 0
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respectivement. Donc les espaces de lacets ite´re´s Ωm⋆ (X) et (Ωred⋆ )m(Y ) ne sont pas l’objet null des
cate´gories homotopiques ∆̂ ⋆[(π−1W∞)−1] et ∆̂ 0[(Wred∞ )−1] respectivement.
De la meˆme manie`re, si 0 < n < ∞ on conside`re le complexe de Kan pointe´ X = Z(n) et le
complexe de Kan re´duit Y = Z(n+1). On de´duit que l’ensemble simplicial pointe´ Ω⋆(X) et l’ensemble
simplicial re´duit Ωred⋆ (Y ) sont des espaces de lacets fibrants de X et Y dans les cate´gories de mode`les( ∆̂ ⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn) et ( ∆̂ 0,Wredn+1,mono,fibredn+1) respectivement, tels que :
π0(Ωn⋆(X)) ≅ πn(Z(n)) ≠ 0 et π1((Ωred⋆ )n(Y )) ≅ πn+1(Z(n + 1)) ≠ 0
respectivement. Autrement dit les espaces de lacets ite´re´s Ωn⋆(X) et (Ωred⋆ )n(Y ) ne sont pas l’objet
null des cate´gories homotopiques ∆̂ ⋆[(π−1Wn)−1] et ∆̂ 0[(Wredn+1)−1] respectivement.
Donc ( ∆̂ ,Wn,mono,fibn) et ( ∆̂ 0,Wredn+1,mono,fibredn+1) sont de cate´gories de mode`les de
dimension homotopique n. 
§10.4. On de´signe par ∆̂ ×∆ la cate´gorie des ensembles bisimpliciaux ; c’est-a`-dire, des fonc-
teurs :
(∆ ×∆)op X // Ens
([p], [q]) z→ Xp,q
et des transformations naturelles entre eux.
Les projections canoniques :
∆ ×∆
p1 // ∆
([p], [q]) z→ [p]
et ∆ ×∆
p2 // ∆ ,
([p], [q]) z→ [q]
induisent les foncteurs :
∆̂
p∗1 // ∆̂ ×∆ de´fini par p∗1(K)p,q = Kp ,
et ∆̂
p∗2 // ∆̂ ×∆ par p∗2(K)p,q = Kq ;
admettant des adjoints donne´s par les formules :
p1 !(X) = colim
q
X●,q , p1 ∗(X) = lim
q
X●,q ≅ X●,0 ,
p2 !(X) = colim
p
Xp,● et p2 ∗(X) = lim
p
Xp,● ≅ X0,● .
On de´finit le produit boite des ensembles simpliciaux par la re`gle :
∆̂ × ∆̂
⊠ // ∆̂ ×∆ .
(K,L) z→ p∗1(K)× p∗2L
Remarquons que si k ≥ 0 les inclusions canoniques :
(199) ∆
i1,k // ∆ ×∆
[p] z→ ([p], [k])
et ∆
i2,k // ∆ ×∆ ,
[q] z→ ([k], [q])
induisent des adjonctions :
∆̂ ×∆
(i1,k)∗
;;⊥
(i1,k)!
{{
∆̂ et ∆̂ ×∆
(i2,k)∗
;;⊥
(i2,k)!
{{
∆̂ ,
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ou` on ve´rifie que (i1,k)!A ≅ A⊠∆k et (i2,k)!A ≅ ∆k ⊠A pour tout ensemble simplicial A.
Si X est un ensemble bisimplicial :
(i1,k)∗X = X●,k = X0,k
sh0
77
X1,k
dh1
 dh0xx
............ Xn,k
shn
66
sh0
⋮
GG
Xn+1,k
dhn+1
⋮
 dh0ww
............
et
(i2,k)∗X = Xk,● = Xk,0
sv0
77
Xk,1
dv1
 d
v
0xx
............ Xk,n
svn
66
sv0
⋮
GG
Xk,n+1
dvn+1
⋮
 d
v
0ww
............ ,
sont appele´s respectivement l’ensemble simplicial horizontal et vertical de degre´ k de X .
Par exemple si k = 0 on a que (i1,0)! ≅ p∗1 , (i1,0)∗ ≅ p1 ∗, (i2,0)! ≅ p∗2 et (i2,0)∗ ≅ p2 ∗ ; en
particulier :
(200) Hom∆̂ (∆q,Xp,●) ≅ Hom∆̂×∆(∆p ⊠∆q,X) ≅ Hom ∆̂ (∆p,X●,q) ,
≅
Xp,q
pour tout ensemble bisimplicial X .
Rappelons finalement que la cate´gorie ∆̂ ×∆ est carte´sienne ferme´e ; en effet, pour tout ensemble
bisimplicial X on a une adjonction :
∆̂ ×∆
X × ⋅
##
⊥
hom(X, ⋅ )
cc ∆̂ ×∆ ou` hom(X,Y )p,q = Hom∆̂×∆(X × (∆p ⊠∆q), Y ) .
On en de´duit deux enrichissement de ∆̂ ×∆ sur la cate´gorie carte´sienne ferme´e des ensembles
simpliciaux ∆̂ :
Hom
(1)
∆̂×∆
(X,Y )
n
= Hom∆̂×∆(X × p∗1(∆n), Y )
et
Hom
(2)
∆̂×∆
(X,Y )
n
= Hom∆̂×∆(X × p∗2(∆n), Y )
(201)
munie des adjonctions :
∆̂
X ×p∗i (⋅)
##
⊥
Hom
(i)
∆̂×∆
(X, ⋅)
cc ∆̂ ×∆ et ∆̂
hom(p∗i (⋅),Y )
##
⊥
Hom
(i)
∆̂×∆
( ⋅ ,Y )
cc ∆̂ ×∆
op
;
pour i = 1 ou 2 respectivement.
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§10.4.1. Posons MS pour noter la sous-cate´gorie pleine de ∆̂ ×∆ dont les objets sont les
ensembles bisimpliciaux X tels que Xp,0 = ⋆ pour tout p ≥ 0. De fac¸on e´quivalente, MS est la
cate´gorie des foncteurs :
∆op
X // ∆̂ 0
[p] z→ Xp,●
et des transformations naturelles entre eux. On appelle les objets de la cate´gorieMS les pre´-mono¨ıdes
de Segal (les pre´-cate´gories de Segal avec un seul objet).
Si (∆̂ ×∆)
⋆
note la cate´gorie des ensembles bisimpliciaux pointe´s, le foncteur d’inclusion des
pre´-mono¨ıdes de Segal MS vers ∆̂ ×∆ se factorise :
(202) MS
 r
((
  Foncteur d’inclusion // ∆̂ ×∆ ,
(∆̂ ×∆)
⋆
Foncteur d’oubli
::
autrement dit, tout pre´-mono¨ıde de Segal est canoniquement un ensemble bisimplicial pointe´.
Du meˆme, on ve´rifie qu’on a des adjonctions :
MS ≅ ∆̂
∆op
0
⊥
  //
F∆
op
{{
∆̂
∆op
≅ ∆̂ ×∆
et
MS ≅ ∆̂
∆op
0
⊥
⊥
  //
G∆
op
{{
H∆
op
cc
∆̂
∆op
⋆ ≅ (∆̂ ×∆)⋆ ;
(203)
de´finies a` partir des adjonctions (169).
Les version pointe´es (voir (165) et (166)) des enrichissements (201) de la cate´gories des ensembles
bisimpliciaux, induisent dans la cate´gorieMS les enrichissements simpliciaux suivants :
Hom
(1)
MS
(X,Y )
n
=HomMS((X × p∗1(∆n))/( ⋆ ×p∗1(∆n)), Y )
=Hom∆̂×∆⋆((X × p∗1(∆n))/( ⋆ ×p∗1(∆n)), Y )
=Hom
(1)
∆̂×∆⋆
(X,Y )
n
,
(204)
et
Hom
(2)
MS
(X,Y )
n
=HomMS((X × p∗2(∆n))/( ⋆ ×p∗2(∆n)), Y )
=Hom∆̂×∆⋆((X × p∗2(∆n))/( ⋆ ×p∗2(∆n)), Y )
=Hom
(2)
∆̂×∆⋆
(X,Y )
n
,
(205)
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munis des adjonctions :
(206) ∆̂
X
(i)
∧ ⋅
##
⊥
Hom
(i)
MS
(X, ⋅)
cc MS et ∆̂
Y
(i)
∧ ⋅
##
⊥
Hom
(i)
MS
( ⋅ ,Y )
cc MS
op
de´finis de la fac¸on suivante :
X
(i)
∧ K = (X × p∗i (K))/( ⋆ ×p∗i (K))
et
(Y (i)∧K)
p,q
= HomMS((p∗iK × (∆p ⊠∆q))/(p∗iK × (∆p ⊠ sq0(∆q))), Y )
Remarquons que si X et Y sont de pre´-mono¨ıdes de Segal quelconques, on de´duit de la premie`re
adjonction de (203) que :
Hom
(1)
MS
(X,Y )
n
= HomMS((X × p∗1(∆n))/( ⋆ ×p∗1(∆n)), Y )
≅ Hom∆̂×∆(X × p∗1(∆n), Y )
= Hom
(1)
∆̂×∆
(X,Y )
n
.
(207)
En revanche on a une fonction par ne´cessairement bijective :
Hom
(2)
MS
(X,Y )
n=
HomMS(X × p∗2(∆n)/( ⋆ ×p∗2(∆n)), Y )

HomMS((X × p∗2(∆n))/( ⋆ ×p∗2(sq0∆n)), Y )
≅
Hom∆̂×∆(X × p∗2(∆n), Y )=
Hom
(2)
∆̂×∆
(X,Y )
n
.
Proposition 10.4.1. Soit 0 ≤ n ≤ ∞. La cate´gorie des pre´-mono¨ıdes de Segal MS munie de
l’enrichissement Hom
(2)
MS admet une structure de cate´gorie de mode`les simplicial d’ordre n, lorsque
7
{ e´quivalences faibles } = {f ∶ X // Y ∣ fp,● est une n-e´quivalence
faible d’ensembles simpliciaux ∀ p ≥ 0} = W(2)n ,
{ cofibrations } = {monomorphismes } = mono ,
{fibrations} = {morphismes avec la proprie´te´ de rele`vement
a` droite par rapport a` mono ∩ W(2)n } = fib(2)n .
Plus encore, si X est un pre´-mono¨ıde de Segal, alors X est un objet fibrant de la cate´gorie de
mode`les (MS,W(2)n ,mono,fib(2)n ) si et seulement si, le morphisme d’ensembles simpliciaux re´duits :
(208) Hom
(2)
∆̂×∆
(p∗1∆p,X) // Hom(2)∆̂×∆(p∗1∂∆p,X)
7. Remarquons qu’un morphisme f de MS est un monomorphisme si et seulement si fp,q est une fonction injective
pour tous p, q ≥ 0
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est une fibration de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) pour tout p ≥ 0.
De´monstration. Vu que MS est isomorphe a` la cate´gorie des foncteurs :
∆op
X // ∆̂ 0 ,
[p] z→ Xp,●
et ∆op admet une structure de cate´gorie de Reedy (voir la De´finition 6.1.1 de [Hir03]) ou` :
∆op+ = {n f→m ∈∆op ∣ f est surjective dans ∆} , ∆op− = {n f→m ∈∆op ∣ f est injective dans ∆}
et la fonction degre´ Ob(∆op) → N est la fonction identite´ ; on de´duit de la cate´gorie de mode`les
( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) de la Proposition 10.1.2 une structure de cate´gorie de mode`les dans MS
dite de Reedy (voir le The´ore`me 16.3.4 de [Hir03]), dont les e´quivalences faibles sont pre´cise´ment
les e´le´ments de W
(2)
n .
Pour de´crire les cofibration et les fibrations de Reedy, rappelons que si X est un objet de MS
on de´finie pour k ≥ 0 les objets :
(209) Lk(X) = colim
k→l
surj. non id.
Xl,● et Mk(X) = lim
l→k
inj. non id.
Xl,● ;
ou` la colimite et la limite sont pris dans ∆̂ 0.
En particulier on a des morphismes canoniques :
Lk(X) // Xk,● // Mk(X)
Un morphisme f ∶ X // Y de MS est dit une cofibration (resp. une fibration) de Reedy si le
morphisme ϕ dans le diagramme somme amalgame´e (resp. du produit fibre´) de ∆̂ 0 :
(210)
Lk(X)
colimfl,●

// Xk,●

fk,●

Lk(Y ) //
11
Lk(Y ) ∐
Lk(X)
Xk,●
ϕ ''
Yk,●
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
Xk,●
ϕ
(( ''
fk,●
%%
Mk(X) ×
Mk(Y )
Yk,● //

Mk(X)
limfl,●

Yk,● // Mk(Y )
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
est une cofibration (resp. une fibration) de ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) pour tout k ≥ 0.
Vu que d’apre`s le Corollaire 10.1.1 les colimites (resp. limites) de (209) et (210) sont de co-
limites (resp. limites) dans ∆̂ , on de´duit qu’un morphisme f ∶ X // Y de MS est une co-
fibration de Reedy si et seulement si, son image dans la cate´gorie des ensembles bisimpliciaux
∆̂ ×∆ ≅ ∆̂
∆op
est une cofibration de Reedy. En particulier un morphisme f ∶ X // Y de MS
est une cofibration de Reedy si et seulement si les fonctions fp,q sont injectives pour p, q ≥ 0. Donc
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(MS,W(2)n ,mono,fib(2)n ) est bien une cate´gorie de mode`les (la cate´gorie de mode`les de Reedy des
objets simpliciaux de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) ).
D’un autre coˆte´, remarquons que d’apre`s les isomorphismes :
Mp(X)q ≅ lim
l→p
inj. non id.
Xl,q ≅ lim
l→p
inj. non id.
(Hom∆̂×∆(∆l ⊠∆q,X))
≅ Hom∆̂×∆
⎛
⎝( coliml→p
inj. non id.
∆l) ⊠∆q,X⎞⎠
≅ Hom∆̂×∆(∂∆p ⊠∆q,X)
= Hom
(2)
∆̂×∆
(p∗1∂∆p,X)q ,
(211)
un objet X de MS est un objet fibrant de Reedy si et seulement si, le morphisme d’ensembles
simpliciaux re´duits :
Hom
(2)
∆̂×∆
(p∗1∆p,X) // Hom(2)∆̂×∆(p∗1∂∆p,X)
est une fibration de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) pour tout p ≥ 0.
Finalement, vu qu’on a de´ja` les adjonctions (206), pour montrer que (MS,W(2)n ,mono,fib(2)n )
munie de l’enrichissement Hom
(2)
MS admette une structure de cate´gorie de mode`les simplicial d’ordre
n, il faut ve´rifier la proprie´te´ suivante :
Si A
j // B est un monomorphisme d’ensembles simpliciaux et X
q // Y est
un monomorphisme de MS, alors le morphisme ϕ dans le diagramme somme
amalgame´e de MS suivant :
(212) X
(2)
∧ A
X
(2)
∧ j

q
(2)
∧ A // Y
(2)
∧ A

Y
(2)
∧ j

X
(2)
∧ B //
q
(2)
∧ B
//
X
(2)
∧ B ⊔
X
(2)
∧ A
Y
(2)
∧ A
ϕ &&
Y
(2)
∧ B ,
soit un monomorphisme, lequel appartient a` W
(2)
n si j est une ∞-e´quivalence
faible d’ensembles simpliciaux, ou si q appartient a` W
(2)
n .
Dans ce but remarquons que le foncteur d’inclusion canonique MS
  // ∆̂ ×∆∗ commute aux
petites colimites et produits ; donc d’apre`s le Lemme 9.3.5 il suffit de montrer que la cate´gorie des
ensembles bisimpliciaux ∆̂ ×∆ munie de l’enrichissement Hom
(2)
∆̂×∆
de´fini dans (201) plus haut, est
une cate´gorie de mode`les simpliciale d’ordre n avec la structure de Reedy, c’est-a`-dire lorsque :
{ e´quivalences faibles} = {f ∶ X // Y ∣ fp,● est une n-e´quivalence
faible d’ensembles simpliciaux ∀ p ≥ 0} ,
{ cofibrations} = {monomorphismes} .
Explicitement, il suffit de montrer la proprie´te´ suivante :
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Si A
j // B est un monomorphisme d’ensembles simpliciaux et X
q // Y est
un monomorphisme d’ensembles bisimpliciaux, alors le morphisme ϕ dans le
diagramme somme amalgame´e de ∆̂ ×∆ suivant :
(213) X × p∗2A
X×p∗2j

q ×p∗2A // Y × p∗2A

Y ×p∗2j

X × p∗2B
//
q ×p∗2B
00
X × p∗2B ⊔
X×p∗
2
A
Y × p∗2A
ϕ ))
Y × p∗2B ,
est un monomorphisme d’ensembles bisimpliciaux, lequel appartient a` :
(214) {f ∶ X // Y ∣ fp,● est une n-e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux ∀ p ≥ 0}
si j est une n-e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux, ou si q appartient a`
(214).
Vu que ∆̂ ×∆ est une cate´gorie de pre´faisceaux, si j et q sont des monomorphismes tous les
morphismes du diagramme (213) sont aussi des monomorphismes. En plus remarquons que p∗2(j)
appartient a` (214) si j est une n-e´quivalences faible des ensembles simpliciaux
On de´duit la proprie´te´ de´sire´ du fait que les monomorphismes qui appartient a` (214) sont stables
par cochangement de base et la famille (214) satisfait la proprie´te´ de deux-sur-trois. 
Dans l’e´nonce´ suivant on donne des conditions suffisantes pour qu’un pre´-mono¨ıde de Segal soit
un objet fibrant de la cate´gorie de mode`les (MS,W(2)n ,mono,fib(2)n ).
Lemme 10.4.2. Si 0 ≤ n ≤ ∞ et X est un objet de la cate´gorie MS ve´rifiant les trois conditions
suivantes :
(i) Xp,● est un n-groupo¨ıde de Kan pour tout p ≥ 0, c’est-a`-dire si p ≥ 0, q ≥ 2 et 0 ≤ k ≤ q la
fonction :
(215) Hom(∆p ⊠∆q,X) // Hom(∆p ⊠Λq,k,X)
est surjective pour 2 ≤ q ≤ n et bijective pour q ≥ n + 1.
(ii) Pour p ≥ 2, 2 ≤ q ≤ n et 0 ≤ k ≤ q la fonction :
(216) Hom(∂∆p ⊠∆q,X) // Hom(∂∆p ⊠Λq,k,X)
est surjective.
(iii) Pour p ≥ 1, 2 ≤ q ≤ n et 0 ≤ k ≤ q la fonction :
(217) Hom(∆p ⊠∆q,X) // Hom(∂∆p ⊠∆q,X) ×
Hom(∂∆p⊠Λq,k ,X)Hom(∆
p ⊠Λq,k,X)
est surjective.
alors X est un objet fibrant de la cate´gorie de mode`les (MS,W(2)n ,mono,fib(2)n ) de la Proposition
10.4.1.
De´monstration. Soit 0 ≤ n ≤ ∞ et supposons que X est un objet de la cate´gorieMS ve´rifiant
les conditions (i), (ii) et (iii). Montrons qu’on a aussi :
Le de´terminant de Deligne 127
(iv) Pour 2 ≤ q ≤ n et 0 ≤ k ≤ q la fonction :
Hom(∂∆1 ⊠∆q,X) // Hom(∂∆1 ⊠Λq,k,X)
est surjective.
(v) Pour p ≥ 1 et q ≥ n + 1 et 0 ≤ k ≤ q la fonction :
Hom(∂∆p ⊠∆q,X) // Hom(∂∆p ⊠Λq,k,X)
est bijective.
(vi) Pour p ≥ 1, q ≥ n + 1 et 0 ≤ k ≤ q la fonction :
Hom(∆p ⊠∆q,X) // Hom(∂∆p ⊠∆q,X) ×
Hom(∂∆p⊠Λq,k,X)Hom(∆
p ⊠Λq,k,X)
est bijective.
En effet, vu que ∂∆1 ≅∆0 ⊔∆0 et la fonction (215) est surjective si p = 0, 2 ≤ q ≤ n et 0 ≤ k ≤ q,
on de´duit (iv). D’un autre vu que (215) est bijective si p ≥ 0, q ≥ n + 1 et 0 ≤ k ≤ q, il se suit (v).
Finalement vu que d’apre`s (i) et (v) les fonctions (215) et (216) sont bijectives si p ≥ 1, q ≥ n + 1 et
0 ≤ k ≤ q, donc (vi).
Remarquons d’un autre coˆte´ que si X ve´rifie les conditions (i)-(vi) ci-dessus, alors pour tout
p ≥ 0 les ensembles simpliciaux re´duits Hom
(2)
∆̂×∆
(p∗1∆p,X) et Hom(2)∆̂×∆(p∗1∂∆p,X) sont des objets
fibrants de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) et le morphisme :
(218) Hom
(2)
∆̂×∆
(p∗1∆p,X) // Hom(2)∆̂×∆(p∗1∂∆p,X)
ve´rifie la proprie´te´ de rele`vement a` droite par rapport a` l’ensemble de morphismes :
{ Λq,k/sq0Λq,k   α
q−1,k/sq0αq−1,k // ∆q/sq0∆q ∣ q ≥ 2 , 0 ≤ k ≤ q } .
Donc d’apre`s la Proposition 10.1.8, le morphisme (218) est une fibration de la cate´gorie de
mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) pour tout p ≥ 0 ; c’est-a`-direX est un objet fibrant de la cate´gorie
de mode`les (MS,W(2)n ,mono,fib(2)n ). 
§10.4.2. On va maintenant localiser la cate´gorie de mode`les (MS,W(2)n ,mono,fib(2)n ) de la
Proposition 10.4.1 par rapport aux e´quivalences faibles diagonales des ensembles bisimpliciaux ; on
obtiendra ainsi la cate´gorie de mode`les simpliciale de Dugger (voir [Dug01]) des objets simpliciaux
de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) (voir la Proposition 10.4.3 ci-dessous).
Rappelons pour commencer qu’a` partir du foncteur diagonal de la cate´gorie des simplexes
∆
δ // ∆ ×∆
[n] z→ ([n], [n])
, on construit une adjonction :
(219) ∆̂ ×∆
δ∗
##
⊥
δ∗
cc ∆̂ ,
ou` δ∗(X) = X ○ δop est dit l’ensemble simplicial diagonal de X .
Remarquons qu’il est possible de de´finir δ∗(A)p,q = Hom ∆̂ (∆p ×∆q,A). En effet le foncteur δ∗
commute aux colimites et on a un isomorphisme naturel :
Hom∆̂ (δ∗(∆p ⊠∆q),A) = Hom ∆̂ (∆p ×∆q,A) = δ∗(A)p,q ≅ Hom∆̂×∆(∆p ⊠∆q, δ∗A)
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pour tout ensemble simplicial A.
On de´duit de (219) une adjonction :
(220) MS
diag
##
⊥
r
cc ∆̂ 0 ;
ou` diag(X)n =Xn,n et r(A)p,q = Hom∆̂ 0((∆p ×∆q)/(∆p × sq0(∆q)),A).
En particulier :
r(A)p,q = Hom ∆̂ 0((∆p ×∆q)/(∆p × sq0(∆q)), A)
≅ Hom ∆̂ 0(((∆q/sq0(∆q)) ×∆p)/( ⋆ ×∆p), A)
= Hom ∆̂ 0(∆q/sq0(∆q),A)p (Voir la de´finition (170)) ;
c’est-a`-dire :
(221) r(A)p,● ≅ A○∧∆p et r(A)●,q ≅ Hom∆̂ 0(∆q/sq0(∆q),A) .
Proposition 10.4.3. Si 0 ≤ n ≤ ∞ et 0 ≤ i ≤ 1, la cate´gorie des pre´-mono¨ıdes de Segal MS
munie de l’enrichissement Hom
(i)
MS admet une structure de cate´gorie de mode`les simplicial pointe´e
d’ordre n − 1, lorsque :
{ e´quivalences faibles } = {f ∶ X // Y ∣ diag(f) est une n-e´quivalence
faible d’ensembles simpliciaux } = Wdiagn ,
{ cofibrations } = {monomorphismes } = mono ,
{fibrations } = {morphismes avec la proprie´te´ de rele`vement
a` droite par rapport a` mono ∩ Wdiagn } = fibdiagn .
En plus, un pre´-mono¨ıde de Segal X est fibrant dans (MS,Wdiagn ,mono,fibdiagn ) si et seulement
si, X est un objet fibrant de la cate´gorie de mode`les (MS,W(2)n ,mono,fib(2)n ) de la Proposition
10.4.1 et tous les morphismes d’ensembles simpliciaux Xk,●
ϕ∗ // Xl,● induisent par les morphismes
[l] ϕ // [k] de ∆ sont de n-e´quivalences faibles.
De´monstration. On sait que la cate´gorie de mode`les (MS,W(2)n ,mono,fib(2)n ) de la Proposi-
tion 10.4.1 est une cate´gorie de mode`les propre a` gauche (les cofibrations sont les monomorphismes)
et combinatoire (c’est la cate´gorie des diagrammes d’une cate´gorie combinatoire sur une cate´gorie
de Reedy). Donc d’apre`s le The´ore`me 4.7 de [Bar10] on peut conside´rer sa localisation de Bousfield
a` gauche par rapport a` l’ensemble des morphismes :
(222)
Sdiagn = { (∆l ⊠ Sm)/(∆l ⊠ ⋆) ϕ∗⊠id // (∆k ⊠ Sm)/(∆k ⊠ ⋆) ∣ 1 ≤m ≤ n , [l] ϕ→ [k] ∈ ∆ } .
Dans le deux Lemme suivants ont pose [ ⋅ , ⋅ ](2)n pour noter l’ensemble de morphismes dans la
cate´gorie de fractions MS[(W(2)n )−1].
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Lemme 10.4.4. Si 0 ≤ n ≤∞ un pre´-mono¨ıde de Segal Z est un objet Sdiagn -local de la cate´gorie de
mode`les (MS,W(2)n ,mono,fib(2)n ) si et seulement si, tous les morphismes d’ensembles simpliciaux
Zk,●
ϕ∗ // Zl,● induisent par les morphismes [l] ϕ // [k] de ∆ sont de n-e´quivalences faibles.
De´monstration. Pour commencer remarquons que si l ≥ 0, on a une adjonction :
MS ⊥
ww
(∆l⊠⋅)/(∆l⊠⋆)
( ⋅ )l,●
88 ∆̂ 0 .;
en particulier pour tout pre´-mono¨ıde de Segal W on a une chaˆıne d’isomorphismes :
Hom ∆̂ 0(Sm,Wl,●)n = Hom ∆̂ 0((Sm ×∆n)/(⋆ ×∆n),Wl,●)
≅ HomMS(∆l ⊠ [(Sm ×∆n)/(⋆ ×∆n)]/(∆l ⊠ ⋆),W)
≅ HomMS([(∆l ⊠ Sm)/(∆l ⊠ ⋆)] × p∗2∆n/(⋆ × p∗2∆n),W)
≅ Hom
(2)
MS((∆l ⊠ Sm)/(∆l ⊠ ⋆),W)
n
;
pour tout m ≥ 1 et n, l ≥ 0.
Vu que le foncteur ( ⋅ )l,●∶ MS // ∆̂ 0 envoi les morphismes des famillesW(2)n et fib(2)n vers les
famillesWredn et fib
red
n respectivement, on de´duit que si Z est un pre´-mono¨ıde de Segal arbitraire et
W est un remplacement fibrant de Z dans la cate´gorie de mode`les (MS,W(2)n ,mono,fib(2)n ), alors
Wl,● est un remplacement fibrant de Zl,● dans ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) pour tout l ≥ 0.
Il se suit que si [l] ϕ // [k] est un morphisme de ∆ on a un diagramme commutatif :
[(∆k ⊠ Sm)/(∆k ⊠ ⋆), Z](2)
n
(ϕ∗⊠id)∗ //
≅
[(∆l ⊠ Sm)/(∆l ⊠ ⋆), Z](2)
n≅
π0(Hom(2)MS((∆k ⊠ Sm)/(∆k ⊠ ⋆),W ))
≅
π0(Hom(2)MS((∆l ⊠ Sm)/(∆l ⊠ ⋆),W ))
≅
π0(Hom∆̂ 0(Sm,Wk,●))≅ π0(Hom∆̂ 0(Sm,Wl,●))≅
[Sm, Zk,●]redn≅ [Sm, Zl,●]
red
n≅
πm(Zk,●)
ϕ∗
// πm(Zl,●) ,
ce qui montre l’e´nonce´ de´sire´. 
De´terminons les e´quivalences faibles Sdiagn -locales :
Lemme 10.4.5. Si 0 ≤ n ≤ ∞, un morphisme de pre´-mono¨ıdes de Segal f ∶ X // Y est une
e´quivalence faible Sdiagn -local de la cate´gorie de mode`les (MS,W(2)n ,mono,fib(2)n ), si et seulement si
le morphisme d’ensembles simpliciaux re´duits diag(f)∶ diag(X) // diag(Y ) est une n-e´quivalence
faible d’ensembles simpliciaux.
De´monstration. Commenc¸ons par noter que l’adjonction (220) est une adjonction de Quillen
entre les cate´gories de mode`les (MS,W(2)n ,mono,fib(2)n ) et ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ). En effet, le
foncteur diag respect les monomorphismes e´videmment.
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D’un autre pour montrer que diag(W(2)n ) ⊂Wredn remarquons par ailleurs que si f ∶ X // Y
est un morphisme de MS, on a que f appartient a`W
(2)
n si et seulement si son image par le foncteur
d’inclusion MS // ∆̂ ×∆ appartient a` l’ensemble des morphismes :
{f ∶ W // Z ∣ fp,● appartient a` Wn pour tout p ≥ 0} ,
et de fac¸on analogue le morphisme d’ensembles simpliciaux re´duits diag(f) est une n-e´quivalence
faible si et seulement si son image par le foncteur d’inclusion ∆̂ 0 // ∆̂ est une n-e´quivalence
faible d’ensembles simpliciaux.
Donc diag(W(2)n ) ⊂ Wredn parce que d’apre`s un re´sultat de Denis-Charles Cisinski (voir le
Corollaire 2.3.17 et le The´ore`me 1.4.3 de [Cis06]), pour tout 0 ≤ n ≤ ∞ l’image par le foncteur
diagonal :
∆̂ ×∆
δ∗ // ∆̂
de l’ensemble de morphismes {f ∶ W // Z ∣ fp,● appartient a` Wn pour tout p ≥ 0} est contenu
dans l’ensemble des n-e´quivalences faibles.
Remarquons d’un autre coˆte´ que pour tout ensemble simplicial re´duit A on a que :
r(A)p,q = Hom ∆̂ 0((∆p ×∆q)/(∆p × sq0(∆q)), A) = (A
○
∧∆p)
q
(voir (171)) ;
alors si on pose p∗∶ ∆̂ 0 // ∆̂
∆op
0 = MS pour noter le foncteur pre´faisceau constant p
∗(A)p,q =
Aq ≅ (A○∧∆0)
q
, on de´finit aussi-toˆt une transformation naturelle ∆̂ 0
p∗
))
r
55 η MS par le carre´
commutatif :
p∗(A)p,q (ηA)p,q //
≅
r(A)p,q
=
Hom∆̂ 0((∆0 ×∆q)/(∆0 × sq0(∆q)),A)
=
Hom∆̂ 0((∆p ×∆q)/(∆p × sq0(∆q)),A)
=
(A○∧∆0)
q
(A
○
∧ϕ)q
// (A○∧∆p)
q
,
ou` ϕ∶ ∆p // ∆0 est le morphisme canonique, lequel est une ∞-e´quivalence faible.
Il se suit que pour tout objet fibrant A de ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ), le morphisme d’ensembles
simpliciaux re´duits qu’on vient de de´finir (ηA)p,●∶ p∗(A)p,● // r(A)p,● est une ∞-e´quivalence
faible pour tout p ≥ 0, c’est-a`-dire le morphisme de pre´-mono¨ıdes de Segal ηA∶ p
∗(A) // r(A) est
une e´quivalence faible de la cate´gorie de mode`les (MS,W(2)n ,mono,fib(2)n ).
On conclut que si A est un objet fibrant de ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) et X est un pre´-mono¨ıde
de Segal quelconque, il y a des bijections naturelles :
[diag(X),A]red
n
≅ [Ldiag(X),A]red
n
≅ [X,Rr(A)](2)
n
≅ [X,p∗(A)](2)
n
.
Donc un morphisme de pre´-mono¨ıdes de Segal f ∶ X // Y satisfait que diag(f) soit une n-
e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux re´duits, si et seulement si pour tout objet fibrant A de la
cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) la fonction :
[Y, p∗(A)](2)
n
f∗ // [X,p∗(A)](2)
n
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est bijective.
Vu que p∗(A) est un objet Sdiagn -local pour tout ensemble simplicial re´duit A, il se suit que si
f est une e´quivalence faible Sdiagn -local de la cate´gorie de mode`les (MS,W(2)n ,mono,fib(2)n ) alors
diag(f) est une n-e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux re´duits.
Pour montrer la re´ciproque remarquons que si Z est un objet Sdiagn -local et fibrant de la cate´gorie
de mode`les (MS,W(2)n ,mono,fib(2)n ), alors le morphisme p∗(Z0,●) // Z de´fini par les fonctions
Z0,q
s0...s0// Zp,q appartient a` W
(2)
n ou` Z0,● est un objet fibrant de ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ).
Donc on a un carre commutatif :
[Y,Z](2)
n
≅
f∗ // [X,Z](2)
n
≅
[Y, p∗(Z0,●)](2)n
≅
[X,p∗(Z0,●)](2)n
≅
[diag(Y ), Z0,●]redn diag(f)∗ // [diag(X), Z0,●]
red
n
pour tout objet Sdiagn -local et fibrant Z de la cate´gorie de mode`les (MS,W(2)n ,mono,fib(2)n ). Ce
qui implique que si diag(f) est une n-e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux re´duits, alors f est
une e´quivalence faible Sdiagn -local de la cate´gorie de mode`les (MS,W(2)n ,mono,fib(2)n ). 
Il se suit du The´ore`me 4.7 de [Bar10] et des Lemmes 10.4.4 et 10.4.5 ci-dessus qu’on a bien une
cate´gorie de mode`les (MS,Wdiagn ,mono,fibdiagn ), dont les objets fibrants X sont les objets fibrants
de la cate´gorie de mode`les (MS,W(2)n ,mono,fib(2)n ) de la Proposition 10.4.1 ve´rifiant de plus que
Xk,●
ϕ∗ // Xl,● soit une n-e´quivalence faible pour tout morphisme [l] ϕ // [k] de ∆ .
Si 0 ≤ i ≤ 1 pour montrer que la cate´gorie de mode`les (MS,Wdiagn ,mono,fibdiagn ) avec les
enrichissements Hom
(i)
MS
est simpliciale d’ordre n, il faut ve´rifier la proprie´te´ suivante :
Si A
j // B est un monomorphisme d’ensembles simpliciaux et X
q // Y est
un monomorphisme de MS, alors le morphisme ϕ dans le diagramme somme
amalgame´e de MS suivant :
(223) X
(i)
∧ A
X
(i)
∧ j

q
(i)
∧A // Y
(i)
∧ A

Y
(i)
∧ j

X
(i)
∧ B //
q
(i)
∧B
//
X
(i)
∧ B ⊔
X
(i)
∧A
Y
(i)
∧ A
ϕ &&
Y
(i)
∧ B ,
est un monomorphisme, lequel appartient a` Wdiagn si j est une ∞-e´quivalence
faible d’ensembles simpliciaux, ou si q appartient a` Wdiagn .
Comme on l’a note´ dans la Proposition 10.4.1, vu que le foncteur d’inclusion MS
  // ∆̂ ×∆∗
commute aux petites colimites et limites, d’apre`s le Lemme 9.3.5 il suffit de montrer que la cate´gorie
des ensembles bisimpliciaux ∆̂ ×∆ munie de l’enrichissement Hom
(i)
∆̂×∆
de´fini dans (201) plus haut,
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est une cate´gorie de mode`les simpliciale d’ordre n lorsque :
{ e´quivalences faibles} = {f ∶ X // Y ∣ δ∗(f) est une n-e´quivalence
faible d’ensembles simpliciaux ∀ p ≥ 0} ,
{ cofibrations} = {monomorphismes} ;
ou` ∆̂ ×∆
δ∗ // ∆̂ est le foncteur diagonal des ensembles bisimpliciaux.
Explicitement, il suffit de montrer la proprie´te´ suivante :
Si A
j // B est un monomorphisme d’ensembles simpliciaux et X
q // Y est
un monomorphisme d’ensembles bisimpliciaux, alors le morphisme ϕ dans le
diagramme somme amalgame´e de ∆̂ ×∆ suivant :
(224) X × p∗iA
X×p∗i j

q ×p∗iA // Y × p∗iA

Y ×p∗i j

X × p∗iB
//
q ×p∗iB
00
X × p∗iB ⊔
X×p∗
i
A
Y × p∗iA
ϕ ))
Y × p∗iB ,
est un monomorphisme d’ensembles bisimpliciaux, lequel appartient a` :
(225) {f ∶ X // Y ∣ δ∗(f) est une n-e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux ∀ p ≥ 0}
si j est une n-e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux, ou si q appartient a`
(225).
Ce qui est simple a` montrer vu que δ∗(p∗i (j)) = j est une n-e´quivalence faible si j l’est.
Finalement pour montrer que (MS,Wdiagn ,mono,fibdiagn ) avec les enrichissements Hom(i)MS est
une cate´gorie de mode`les simpliciale d’ordre n − 1, d’apre`s le Corollaire 10.2.7, le Lemme 5.1.2 et le
The´ore`me 9.2.2, il suffit de montrer que l’adjonction :
(226) MS
( ⋅ )0,●
;;⊥
p∗ =pre´faisceau constant
{{
∆̂ 0
est une e´quivalence de Quillen entre (MS,Wdiagn ,mono,fibdiagn ) et ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ).
Pour commencer on ve´rifie sans peine que le foncteur p∗ est Quillen a` gauche. D’un autre, si A
est un objet fibrant de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ), on ve´rifie aussi facilement
que R( )0,● ○Lp∗ (A) est isomorphe a` A. De la meˆme fac¸on si X es un objet fibrant de la cate´gorie
de mode`les (MS,Wdiagn ,mono,fibdiagn ) on a que Lp∗ ○R( )0,● (X) est isomorphe a` X . 
On pose Hon(MS) pour noter la cate´gorie homotopique MS[(Wdiagn )−1] de la cate´gorie de
mode`les (MS,Wdiagn ,mono,fibdiagn ) de la Proposition 10.4.3. Il se suit de la Proposition 10.4.3 que
les foncteurs de´rive´s des morphismes RHom
(i)
MS
pour 0 ≤ i ≤ 1 sont des enrichissements forcement
isomorphes de Hon(MS) sur la cate´gorie carte´sienne ferme´e des (n−1)-types d’homotopie Hon−1( ∆̂ )
(la cate´gories des (n − 1)-groupo¨ıdes).
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La cate´gorie Hon(MS) ainsi enrichie sur la cate´gorie des (n− 1)-groupo¨ıdes est dit la cate´gorie
homotopique des n-groupes de Segal. Note que l’e´quivalence de Quillen (226) induit une e´quivalence
de la cate´gorie homotopique des n-groupes de Segal et la cate´gorie homotopique des n-groupes :
(227) Hon(MS)
R( ⋅ )0,●
;;≃
Lp∗
{{
Hon( ∆̂ 0) .
Remarquons aussi que l’adjonction de Quillen (220) (note que le foncteur diag est un foncteur de
Quillen a` gauche) est une e´quivalences de Quillen. En effet 220 induit une e´quivalence de cate´gories :
(228) Hon(MS)
Ldiag
;;≃
Rr
{{
Hon( ∆̂ 0)
parce que d’apre`s la preuve du Lemme 10.4.5 un foncteur de´rive´ Rr est isomorphe a` un foncteur
de´rive´ Lp∗ (note que le foncteur p∗ envoi les n-e´quivalences faibles re´duites vers des n-e´quivalences
faibles diagonales).
L’e´nonce´ suivant est de´duit aussi-toˆt du Lemme 10.4.2 et la Proposition 10.4.3 :
Lemme 10.4.6. Si 1 ≤ n ≤ ∞ et X est un objet de la cate´gorie MS ve´rifiant les conditions
suivantes :
(i) Si [n] ϕ // [m] est un morphisme quelconque de la cate´gorie des simplexes ∆, le mor-
phisme induit Xm,●
ϕ∗ // Xn,● est une n-e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux.
(ii) Xp,● est un n-groupo¨ıde de Kan pour tout p ≥ 0, c’est-a`-dire si p ≥ 0, q ≥ 2 et 0 ≤ k ≤ q la
fonction :
(229) Hom(∆p ⊠∆q,X) // Hom(∆p ⊠Λq,k,X)
est bijective pour q ≥ n + 1 et surjective pour 2 ≤ q ≤ n.
(iii) Si 2 ≤ p ≤ n, 2 ≤ q ≤ n et 0 ≤ k ≤ q la fonction :
(230) Hom(∂∆p ⊠∆q,X) // Hom(∂∆p ⊠Λq,k,X)
est surjective.
(iv) Si 1 ≤ p ≤ n, 2 ≤ q ≤ n et 0 ≤ k ≤ q la fonction :
(231) Hom(∆p ⊠∆q,X) // Hom(∂∆p ⊠∆q,X) ⨉
Hom(∂∆p⊠Λq,k ,X)Hom(∆
p ⊠Λq,k,X)
est surjective.
alors X est un objet fibrant de la cate´gorie de mode`les (MS,Wdiagn ,mono,fibdiagn ) de la Proposition
10.4.3.
11. Ensembles simpliciaux tronque´s
Si n ≥ 0, notons ∆≤n la sous-cate´gorie pleine de la cate´gorie des simplexes ∆ dont les objets
sont les cate´gories [k], ou` 0 ≤ k ≤ n. On appelle les objets de la cate´gorie des pre´faisceaux ∆̂ ≤n, des
ensembles simpliciaux n-tronque´s.
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Conside´rons l’adjonction :
(232) Ens
(∆≤n)
op
= ∆̂ ≤n ⊥
zz
τ ∗n
τn ∗
<< ∆̂ = Ens
∆op ,
induit par le foncteur d’inclusion canonique :
(233) ∆≤n
  τn // ∆ .
Si X est un ensemble simplicial, on pose csqn(X) pour noter l’ensemble simplicial τn ∗τ∗n (X),
et on l’appelle le n-cosquelette de X . Si le morphisme X
ηX // csqn(X) est un isomorphisme ou`
η est une unite´ quelconque de l’adjonction τn ∗ ⊣ τ
∗
n , on dit que X est n-cosquelettique ou qu’il est
un n-cosquelette. De fac¸on e´quivalente, X est n-cosquelettique si pour tout ensemble simplicial A la
fonction canonique :
Hom∆̂ (A,X) τ
∗
n // Hom ∆̂ ≤n(τ ∗n A, τ ∗n X) ,
est bijective.
Plus encore, vu que le foncteur τn ∗ de l’adjonction (232) est pleinement fide`le, un ensemble
simplicial X est n-cosquelettique si et seulement si, X est isomorphe a` un objet dans l’image du
foncteur τn ∗.
Montrons :
Lemme 11.0.7. Si X es un ensemble simplicial, les e´nonce´s suivants sont e´quivalents :
(i) X est n-cosquelettique.
(ii) X est m-cosquelettique pour tout m ≥ n.
(iii) Pour tout m ≥ n, la fonction :
Hom∆̂ (∆m+1,X) α
m
X // Hom ∆̂ (∂∆m+1,X)
induite du morphisme ∂∆m+1
αm // ∆m+1 est bijective.
De´monstration. Remarquons que si ∆≤m
  jm // ∆≤m+1 note le foncteur d’inclusion cano-
nique, on peut de´composer a` isomorphisme pre`s l’adjonction :
∆̂ ≤m ⊥
zz
τ ∗m
τm ∗
<< ∆̂
comme le compose´ suivant :
∆̂ ≤m ⊥

j ∗m
jm ∗
AA ∆̂ ≤m+1 ⊥

τ ∗m+1
τm+1 ∗
AA ∆̂ ;
ou` les foncteurs jm ∗ et τm+1 ∗ sont pleinement fide`les
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On de´coule que si X est un ensemble simplicial isomorphe a` un objet dans l’image du foncteur
τm ∗, alors X est aussi isomorphe a` un objet dans l’image de τm+1 ∗. Donc, (i) implique (ii).
Pour montrer le reste de l’affirmation, observons par ailleurs que si A est un ensemble simplicial
m-tronque´, on peut de´crire a` isomorphisme pre`s l’ensemble simplicial (m + 1)-tronque´ jm ∗(A) de
la fac¸on suivante :
jm ∗(A)k = Ak si 0 ≤ k ≤m
et jm ∗(A)m+1 = Hom∆̂ ≤m(τ ∗m ∂∆m+1,A).
Les morphismes faces et de´ge´ne´rescences Ak+1
dki // Ak et Ak
ski // Ak+1 , sont pour 0 ≤ k <
m ceux de A ; tandis que le morphismes :
jm ∗(A)m+1 = Hom∆̂ ≤m(τ ∗m ∂∆m+1,A)
dmi //
Hom∆̂ ≤m(τ ∗m ∆m,A) ≅ Am
smi
oo ,
sont induisent des morphismes canoniques :
∆m
i-ie`me
composante
// ⊔
0≤i≤m+1
∆m
⊔δi // // ∂∆m+1 et ∂∆m+1
αm // ∆m+1
σmi // ∆m .
Autrement, vu qu’on a un isomorphisme :
(234) jm ∗(A)m+1 ≅
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(a0, . . . , am+1) ∈
m+1
∏
0
Am
RRRRRRRRRRR
dm−1i aj = d
m−1
j−1 ai
si 0 ≤ i < j ≤m + 1.
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭,
ils sont donne´s par les re`gles :
(a0, . . . , am+1) ✤ // ai
jm ∗(A)m+1 dmi // Amsmioo(b0, . . . , bm+1) a✤oo
ou` bk =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
sm−1i−1 d
m−1
k a 0 ≤ k ≤ i − 1
a i ≤ k ≤ i + 1
sm−1i d
m−1
k−1 a i + 2 ≤ k ≤m + 1 .
On peut maintenant de´crire une unite´ de l’adjonction jm ∗ ⊣ j
∗
m comme suit : Si B est un
ensemble simplicial (m + 1)-tronque´, le morphisme B // jm ∗j ∗m (B), est de´fini pour 0 ≤ k ≤ m
comme la fonction identite´, et pour k =m + 1 comme la fonction :
Bm+1 //
≅
jm ∗j
∗
m (B)m+1
≅
Hom ∆̂ ≤m+1(τ ∗m+1∆m+1,B)
--
Hom∆̂ ≤m(τ ∗m ∂∆m+1, j ∗m B)
≅
Hom∆̂ ≤m+1(τ ∗m+1∂∆m+1,B) ,
induite du morphisme ∂∆m+1
αm // ∆m+1 .
En particulier, vu que jm ∗ est un foncteur pleinement fide`le, on ve´rifie que si X est un ensemble
simplicial quelconque, l’ensemble simplicial (m+1)-tronque´ τ ∗m+1(X) est isomorphe a` un objet dans
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l’image du foncteur jm ∗, si et seulement si la fonction :
Hom∆̂ ≤m+1(τ ∗m+1∆m+1, τ ∗m+1X) //
≅
Hom∆̂ ≤m+1(τ ∗m+1∂∆m+1, τ ∗m+1X)
≅
Hom ∆̂ (∆m+1,X) αmX // Hom∆̂ (∂∆m+1,X)
,
est bijective. Donc, les proprie´te´s (ii) et (iii) sont e´quivalentes. 
Montrons aussi :
Corollaire 11.0.8. Soit n ≥ 0. Si X est un ensemble simplicial qui satisfait la condition
d’extension de Kan en dimension 1 ≤m ≤ n + 1, c’est-a`-dire si la fonction :
Hom ∆̂ (∆m+1,X) α
m,k
X // Hom∆̂ (Λm+1,k,X)
est surjective pour 1 ≤m ≤ n + 1 et 0 ≤ k ≤m + 1, alors csqn+1(X) est un complexe de Kan tel que :
πm(csqn+1X,a) = 0 pour tout a ∈ csqn+1(X)0 =X0 et m ≥ n + 1 ;
autrement dit csqn+1(X) est un ensemble simplicial n-fibrant i.e. est un objet fibrant de la cate´gorie
de mode`les ( ∆̂ ,Wn,mono,fibn) du The´ore`me 8.4.2.
En particulier un ensemble simpliciaux (n + 1)-cosquelettique X est un complexe de Kan si
et seulement si, il est un ensemble simplicial n-fibrant si et seulement si, il satisfait la condition
d’extension de Kan en dimension 1 ≤m ≤ n + 1.
D’un autre si on suppose que X soit un complexe de Kan et η est une unite´ quelconque de
l’adjonction τn ∗ ⊣ τ
∗
n , alors le morphisme X
ηX // csqn+1(X) est une n-e´quivalence faible.
De´monstration. On de´duit des Lemmes 8.3.1 et 11.0.7 que pour tout X l’ensemble simplicial
csqn+1(X) satisfait la condition d’extension de Kan en dimension m ≥ n + 2.
Conside´rons maintenant le carre´ commutatif :
(235) Hom ∆̂ (∆m+1,X)

α
m,k
X // Hom∆̂ (Λm+1,k,X)

Hom∆̂ (∆m+1,csqn+1X)
αm,k
csqn+1(X)
// Hom∆̂ (Λm+1,k,csqn+1X) ,
induit des morphismes X
ηX // csqn+1X et Λ
m+1,k // ∆m+1 .
Vu qu’on a un isomorphisme (ηX)p ∶Xp ≅ csqn+1(X)p pour 0 ≤ p ≤ n + 1, on trouve que dans le
carre´ (235) la fle`che qui descende a` droite est une bijection, pour tout 1 ≤m ≤ n + 1 et 0 ≤ k ≤m + 1
(de fac¸on e´quivalente on peut remarquer que sqn+1(Λm+1,k) ≅ Λm+1,k si 1 ≤m ≤ n+1) ; en particulier
si on suppose que αm,kX soit surjective pour 1 ≤m ≤ n+1 et 0 ≤ k ≤m+1 alors la fle`che α
m,k
csqn+1(X) est
aussi surjective pour 1 ≤m ≤ n+1 et 0 ≤ k ≤m+1 ; c’est-a`-dire, si X satisfait la condition d’extension
de Kan en dimension 1 ≤m ≤ n+1 alors csqn+1(X) aussi, donc csqn+1(X) est un complexe de Kan.
Pour calculer maintenant les groupes d’homotopie de csqn+1X , remarquons par ailleurs que si
Y est un complexe de Kan quelconque dont la fonction :
Hom∆̂ (∆m+1, Y ) α
m
Y // Hom∆̂ (∂∆m+1, Y )
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est injective pour m ≥ n + 1, il re´sulte de la Proposition 8.6.1 que pour tout a ∈ Y0 et m ≥ n + 2,
le groupe πm(Y, a) est un quotient de l’ensemble ponctuel ; donc, πm(Y, a) = 0 pour tout a ∈ Y0 et
m ≥ n + 2. En particulier, πm(csqn+1X,a) = 0 pour tout a ∈X0 et m ≥ n + 2.
On de´duit aussi de la Proposition 8.6.1 que πn+1(csqn+1X,a) = 0 pour tout a ∈ X0. En effet, vu
qu’on peut identifier :
csqn+1(X)n+2 =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(z0, . . . , zn+2) ∈
n+2
∏
0
Xn+1
RRRRRRRRRRR
dizj = dj−1zi
si 0 ≤ i < j ≤ n + 2
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ et csqn+1(X)n+1 = Xn+1 ,
de sort que les morphismes :
csqn+1(X)n+2 di // csqn+1(X)n+1 pour 0 ≤ i ≤ n + 2,
correspondent aux projections canoniques ; e´tant donne´s x et y de (n + 1)-simplexes de csqn+1(X)
ve´rifiant que dix = diy = a pour tout 0 ≤ i ≤ n + 1, il est simple a` voir que la donne´e (x, y, a, . . . , a)
est une homotopie de x vers y.
Enfin, si X est un complexe de Kan on peut faire appelle a` la Proposition 8.6.1 pour montrer que
le morphisme X
ηX // csqn+1(X) est une n-e´quivalence faible parce que (ηX)p ∶ Xp ≅ csqn+1(X)p
est un isomorphisme pour 0 ≤ p ≤ n + 1. 
Remarquons que si X et Y sont des ensembles simpliciaux (n + 1)-cosquelettiques (resp. des
complexes de Kan (n + 1)-cosquelettiques), on de´duit du Lemme 11.0.7 (resp. les Lemmes 11.0.7
et 8.4.6) que le produit carte´sien argument par argument X × Y est aussi un ensemble simplicial
(n + 1)-cosquelettiques (resp. un complexe de Kan (n + 1)-cosquelettique). Montrons :
Lemme 11.0.9. Soit n ≥ 0. Si X et Y sont des ensembles simpliciaux alors Hom∆̂ (X,csqn+1Y )
est un ensemble simplicial (n + 1)-cosquelettique et le morphisme X ηX // csqn+1(X) induit un
isomorphisme d’ensembles simpliciaux :
(236) Hom ∆̂ (csqn+1X,csqn+1Y ) ≅ // Hom∆̂ (X,csqn+1Y ) ;
ou` η est une unite´ quelconque de l’adjonction τn ∗ ⊣ τ
∗
n .
En particulier l’ensemble simplicial des morphismes Hom(X,Y ) est (n+1)-cosquelettiques (resp.
un complexe de Kan (n + 1)-cosquelettique) si X et Y sont des ensembles simpliciaux (n + 1)-
cosquelettiques (resp. des complexes de Kan (n+1)-cosquelettiques). Autrement dit, la sous-cate´gorie
pleine de ∆̂ dont les objets sont les ensembles simpliciaux (n+1)-cosquelettique (resp. les complexes
de Kan (n + 1)-cosquelettiques) est une sous-cate´gorie carte´sienne ferme´e.
De´monstration. Soient X et Y des ensembles simpliciaux. Montrons que l’ensemble simplicial
Hom∆̂ (X,csqn+1Y ) est (n + 1)-cosquelettique, i.e. que le morphisme :
(237) Hom∆̂ (∆m+1,Hom ∆̂ (X,csqn+1Y )) α
m
X // Hom ∆̂ (∂∆m+1,Hom ∆̂ (X,csqn+1Y )) ,
est une bijection si m ≥ n + 1.
138 Elhoim Sumano
Pour cela, on de´compose (237) comme la suite des bijectives suivantes :
Hom ∆̂ (∆m+1,Hom ∆̂ (X,csqn+1Y )) ≅ Hom∆̂ (∆m+1 ×X,csqn+1Y ) (i)
≅ Hom∆̂ ≤n+1(τ∗n+1(∆m+1 ×X), τ∗n+1Y ) (ii)
≅ Hom∆̂ ≤n+1(τ∗n+1(∆m+1) × τ∗n+1(X), τ∗n+1Y ) (iii)
≅ Hom∆̂ ≤n+1(τ∗n+1(∂∆m+1) × τ∗n+1(X), τ∗n+1Y ) (iv)
≅ Hom∆̂ ≤n+1(τ∗n+1(∂∆m+1 ×X), τ∗n+1Y ) (v)
≅ Hom∆̂ (∂∆m+1 ×X,csqn+1Y ) (vi)
≅ Hom∆̂ (∂∆m+1,Hom∆̂ (X,csqn+1Y )) (vii)
ou` (i) et (vii) sont conse´quence de l’adjonction (98) ; (ii) et (vi) sont de´duites de l’e´galite´ csqn+1 =
τn+1 ∗τ
∗
n+1 et parce que τn+1 ∗ ⊣ τ
∗
n+1 ; (iii) et (v) sont des bijections, vu que τ
∗
n+1 commute aux
produits ; et finalement on a (iv), car la (n + 1)-troncation du morphisme ∂∆m+1   // ∆m+1 est un
isomorphisme toujours que m ≥ n + 1.
Montrons maintenant que le morphisme (236) est une bijection pour tout ensemble simplicial Y .
Pour cela rappelons que le foncteur τ ∗n+1 commute aux produits, et que τ
∗
n+1(X)
τ ∗n+1(ηX)// τ ∗n+1(csqn+1(X))
est un isomorphisme d’ensembles simpliciaux tronque´s. On ve´rifie alors que (236) se de´compose
comme la suite de bijections :
Hom∆̂ (X,csqn+1Y )m = Hom∆̂ (X ×∆m,csqn+1Y )
≅ Hom∆̂ ≤n+1(τ ∗n+1(X ×∆m), τ ∗n+1Y )
≅ Hom∆̂ ≤n+1(τ ∗n+1(X) × τ ∗n+1(∆m), τ ∗n+1Y )
≅ Hom∆̂ ≤n+1(τ ∗n+1(csqn+1(X)) × τ ∗n+1(∆m), τ ∗n+1Y )
≅ Hom∆̂ ≤n+1(τ ∗n+1(csqn+1(X) ×∆m), τ ∗n+1Y )
≅ Hom∆̂ ≤n+1(csqn+1(X) ×∆m,csqn+1Y )
= Hom∆̂ (csqn+1X,csqn+1Y )m .

Montrons une version re´duit du Lemme 11.0.9 :
Lemme 11.0.10. Soient X etW des ensembles simpliciaux re´duits. SiW est (n+1)-cosquelettique
alors Hom ∆̂ 0(X,W ) l’est aussi.
De´monstration. Montrons que si m ≥ n + 1 la fonction :
(238) Hom ∆̂ (∆m+1,Hom ∆̂ 0(X,W )) α
m
X // Hom∆̂ (∂∆m+1,Hom∆̂ 0(X,W )) ,
est bijective.
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En effet, pour montrer cela on proce`de de fac¸on analogue a` la preuve du Lemme 11.0.9 en
de´composant la fonction (238) comme la suite des bijectives suivantes :
Hom∆̂ (∆m+1,Hom∆̂ 0(X,W )) ≅ Hom ∆̂ (∆m+1,Hom ∆̂ 0(X,csqn+1W )) (i)
≅ Hom ∆̂ 0((X ×∆m+1)/(⋆ ×∆m+1),csqn+1W) (ii)
≅ Hom ∆̂ ((X ×∆m+1)/( ⋆ ×∆m+1),csqn+1W) (iii)
≅ Hom ∆̂ ≤n+1(τ∗n+1((X ×∆m+1)/( ⋆ ×∆m+1)), τ∗n+1W) (iv)
≅ Hom ∆̂ ≤n+1((τ∗n+1X × τ∗n+1∆m+1)/( ⋆ ×τ∗n+1∆m+1), τ∗n+1W) (v)
≅ Hom ∆̂ ≤n+1((τ∗n+1X × τ∗n+1∂∆m+1)/( ⋆ ×τ∗n+1∂∆m+1), τ∗n+1W) (vi)
≅ Hom ∆̂ ≤n+1(τ∗n+1((X × ∂∆m+1)/( ⋆ ×∂∆m+1)), τ∗n+1W) (vii)
≅ Hom ∆̂ ((X × ∂∆m+1)/( ⋆ ×∂∆m+1),csqn+1W) (viii)
≅ Hom ∆̂ 0((X × ∂∆m+1)/(⋆ × ∂∆m+1),csqn+1W) (ix)
≅ Hom ∆̂ (∂∆m+1,Hom ∆̂ 0(X,csqn+1W )) (x)
≅ Hom ∆̂ (∂∆m+1,Hom ∆̂ 0(X,W )) (xi)
ou` (i) et (xi) se suivent de l’isomorphismeW ≅ csqn+1W ; (ii) et (x) sont conse´quence de l’adjonction :
Hom ∆̂ 0((X ×K)/(⋆ ×K), Y ) ≅ Hom∆̂ (K,Hom ∆̂ 0(X,Y )) ;
(iii) et (ix) sont bijections parce que ∆̂ 0 // ∆̂ est pleinement fide`le ; (iv) et (viii) sont de´duites
de l’e´galite´ csqn+1 = τn+1 ∗τ
∗
n+1 et parce que τn+1 ∗ ⊣ τ
∗
n+1 ; (v) et (vii) sont des bijections vu que
τ ∗n+1 commute aux petites limites et colimites ; et finalement on a (vi) car la (n + 1)-troncation du
morphisme ∂∆m+1
  // ∆m+1 est un isomorphisme toujours que m ≥ n + 1. 
§11.1. Si n ≥ 0, un ensemble simplicial X est appele´ faiblement n-cosquelettique si la fonction :
Hom ∆̂ (∆m+1,X) α
m
X // Hom∆̂ (∂∆m+1,X) ,
induite de l’inclusion ∂∆m+1 
 αm // ∆m+1 , est bijective pour m > n et injective pour m = n.
D’apre`s le Lemme 11.0.7, on a que X est faiblement n-cosquelettique si et seulement si, le
morphisme canonique d’ensembles simpliciaux X // csqm(X) est un monomorphisme pourm = n
et un isomorphisme pour m ≥ n + 1 ; i.e. si X est contenu dans son n-cosquelette et X est (n + 1)-
cosquelettique 8.
E´tant donne´ un ensemble simplicial X et un nombre n ≥ 0, on de´finit un ensemble simplicial
faiblement n-cosquelettique csq′n+1(X) et une suite de morphismes :
X // csqn+1(X) // csq′n+1(X),
8. Voir la De´finition 2.5 de [Dus02], ou` les ensembles simpliciaux faiblement n-cosquelettiques sont dits complexes
de Postnikov de dimension n
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de la fac¸on suivante 9 : On conside`re la relation d’e´quivalence
n
∼ dans l’ensemble Xn+1 des (n + 1)-
simplexes de X :
(239) x
n
∼ y ∈Xn+1 ⇐⇒ dix = diy pour 0 ≤ i ≤ n + 1;
et on note τ∗n+1(X)′ l’ensemble simplicial (n + 1)-tronque´, qu’on de´duit de la (n + 1)-troncation
τ∗n+1(X) de X en imposant la relation n∼ sur l’ensemble extreˆme Xn+1.
Si 0 ≤m ≤ n − 1, les morphismes faces et de´ge´ne´rescences de τ∗n+1(X)′ sont ceux de X :
Xm+1
di

τ∗n+1(X)′m+1
di

Xm τ
∗
n+1(X)′m
et
Xm+1 τ
∗
n+1(X)′m+1
Xm
si
OO
τ∗n+1(X)′m
si
OO
;
tandis que pour m = n, ils sont de´finis par des carre´s commutatifs :
Xn+1
quotient //
di

τ∗n+1(X)′n+1
di

Xn τ
∗
n+1(X)′n
et
Xn+1
quotient // τ∗n+1(X)′n+1
Xn
si
OO
τ∗n+1(X)′n
si
OO
.
On de´finit csq′n+1(X) comme l’ensemble simplicial τn+1∗(τ∗n+1(X)′), ou` τn+1∗ est l’adjoint a`
droite du foncteur de troncation τ∗n+1 (voir (232)). En appliquant τn+1∗ au morphisme quotient
τ∗n+1(X) // τ∗n+1(X)′ , on obtient un morphisme d’ensembles simpliciaux :
(240) csqn+1(X) // csq′n+1(X).
Lemme 11.1.1. Si X est un ensemble simplicial quelconque alors csq′n+1(X) est un ensemble
simplicial faiblement n-cosquelettique, et si X est un ensemble simplicial faiblement n-cosquelettique
alors le morphisme compose´ :
(241) X // csqn+1(X) // csq′n+1(X),
est un isomorphismes d’ensembles simpliciaux. Autrement dit, un ensemble simplicial X est faible-
ment n-cosquelettique si et seulement si le morphisme compose´ (241) est un isomorphismes d’en-
sembles simpliciaux.
D’un autre, si X satisfait la condition d’extension de Kan en dimension 1 ≤ m ≤ n + 1, alors
l’ensemble simplicial csq′n+1(X) est un complexe de Kan et le morphisme (240) ci-dessus est une
∞-e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux.
De´monstration. Remarquons que si X est un ensemble simplicial quelconque, dans le carre´
commutatif induit du morphisme compose´ (241) :
(242) Hom∆̂ (∆n+1,X)
γX

αnX // Hom ∆̂ (∂∆n+1,X)

Hom ∆̂ (∆n+1,csq′n+1(X)) αn
csq′
n+1
X
// Hom∆̂ (∂∆n+1,csq′n+1(X)) ,
9. L’ensemble simplicial qu’on note csq′n+1(K) est de´signe´ par K
(n) dans la De´finition 8.1 de [May82].
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la fonction γX s’identifie au morphisme quotient Xn+1 // Xn+1/ n∼ ; et la fonction qui descende
a` droite est un isomorphisme (car les ensembles simpliciaux csq′n+1(X) et X ont la meˆme n-
troncation).
D’un autre coˆte´, il se suit de la de´finition de la fonction αnX que si x et y sont des e´le´ments de
l’ensemble Hom∆̂ (∆n+1,X), alors x n∼ y si et seulement si αnX(x) = αnX(y). Donc, γX(x) = γX(y) si
et seulement si αnX(x) = αnX(y), et si αnX est injective alors γX est un isomorphisme (i.e. τ∗n+1(X)′ =
τ∗n+1(X)).
On en de´duit en particulier que si X est un ensemble simplicial quelconque, alors :
(i) αncsq′n+1X
est toujours injective.
(ii) Si la fonction αnX est injective, alors γX est un isomorphisme, i.e. τ
∗
n+1(X)′ = τ∗n+1(X).
Vu que par de´finition csq′n+1(X) est un ensemble simplicial (n+1)-cosquelettique, on en conclut :
(i) csq′n+1(X) est toujours un ensemble simplicial faiblement n-cosquelettique.
(ii) Si X est faiblement n-cosquelettique, alors (241) est un isomorphisme.
Supposons maintenant queX satisfait la condition d’extension de Kan en dimension 1 ≤m ≤ n+1.
D’apre`s le Corollaire 11.0.8, pour montrer que l’ensemble simplicial (n+1)-cosquelettique csq′n+1(X)
soit un complexe de Kan, il suffit de ve´rifier que csq′n+1(X) satisfasse la condition d’extension de
Kan en dimension 1 ≤m ≤ n + 1.
Pour commencer, il se suit du fait que csq′n+1(X) et X aient la meˆme n-troncation, que
csq′n+1(X) satisfait la condition d’extension de Kan en dimension 1 ≤m ≤ n − 1.
D’un autre coˆte´, csq′n+1(X) satisfait la condition d’extension de Kan en dimension n, vu que
dans le carre´ commutatif :
Hom∆̂ (∆n+1,X)

α
n,k
X // Hom ∆̂ (Λn+1,k,X)

Hom∆̂ (∆n+1,csq′n+1(X))
α
n,k
csq′
n+1
X
// Hom∆̂ (Λn+1,k,csq′n+1(X)) ,
la fonction αn,kX est surjective, et la fonction qui descende a` droite est bijective.
De la meˆme fac¸on, pour montrer que csq′n+1(X) satisfait la condition d’extension de Kan en
dimension n + 1, on conside`re le carre´ commutatif :
Hom∆̂ (∆n+2,X)

α
n+1,k
X // Hom ∆̂ (Λn+2,k,X)

Hom∆̂ (∆n+2,csq′n+1(X))
α
n+1,k
csq′
n+1
X
// Hom∆̂ (Λn+2,k,csq′n+1(X)) ,
ou` αn+1,kX est une fonction surjective.
Dans ce cas la fonction αn+1,k
csq′
n+1X
est surjective, parce que :
Hom∆̂ (Λn+2,k,X) // Hom ∆̂ (Λn+2,k,csq′n+1(X))
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est une fonction surjective, vu qu’elle s’inse`re dans un diagramme :
∏
0≤i<j≤m+1
i,j≠k
Xn
identite´

∏
0≤l≤m+1
l≠k
Xn+1
quotient

∏
i<j
dj−1○proji
oo
∏
i<j
di○projj
oo
Hom∆̂ (Λn+2,k,X)oo

∏
0≤i<j≤m+1
i,j≠k
Xn ∏
0≤l≤m+1
l≠k
(Xn+1/ n∼ )
∏
i<j
dj−1○proji
oo
∏
i<j
di○projj
oo
Hom∆̂ (Λn+2,k,csq′n+1(X))oo
dont les lignes sont de noyaux de double fle`ches.
Enfin, ve´rifions que le morphisme (240) est une ∞-e´quivalence si X satisfait la condition d’ex-
tension de Kan en dimension 1 ≤m ≤ n+1. En effet, vu que (240) est un morphisme entre complexes
de Kan (n + 1)-cosquelettiques, d’apre`s le Corollaire 11.0.8 il suffit de voir que (240) est une n-
e´quivalence faible ; ce qui se suit de la Proposition 8.6.1 car la fonction :
csqn+1(X)m // csq′n+1(X)m
est bijective si 0 ≤m ≤ n et surjective si m = n + 1. 
Montrons :
Lemme 11.1.2. Soit n ≥ 0. Si X et Y sont des ensembles simpliciaux faiblement n-cosquelettiques
alors le produit carte´sien argument par argument X×Y et l’ensemble des morphismes Hom ∆̂ (X,Y )
sont des ensembles simpliciaux faiblement n-cosquelettiques.
De´monstration. Supposons que X et Y sont des ensembles simpliciaux faiblement n-cosque-
lettiques. Il se suit des Lemmes 11.0.7 et 11.0.9 que les ensembles simpliciaux X×Y et Hom ∆̂ (X,Y )
sont (n + 1)-cosquelettiques.
L’ensemble simplicial X × Y est faiblement n-cosquelettique parce que la fonction :
(243) Hom ∆̂ (∆n+1,X × Y ) // Hom ∆̂ (∂∆n+1,X × Y )
induit de l’inclusion canonique ∂∆n+1
  // ∆n+1 est a` isomorphisme pre`s le produit des fonctions
injectives :
Hom ∆̂ (∆n+1,X) // Hom ∆̂ (∂∆n+1,X) et Hom∆̂ (∆n+1, Y ) // Hom ∆̂ (∂∆n+1, Y )
Donc (243) injective.
Finalement remarquons que d’apre`s le Lemme 11.0.9 pour montrer que l’ensemble simplicial
Hom∆̂ (X,Y ) est faiblement n-cosquelettique, il suffit de ve´rifier que la fonction :
(244)
Hom ∆̂ ≤n+1(τ ∗n+1(X)× τ ∗n+1(∆n+1), τ ∗n+1Y ) // Hom ∆̂ ≤n+1(τ ∗n+1(X) × τ ∗n+1(∂∆n+1), τ ∗n+1Y )
induit de l’inclusion canonique ∂∆n+1
  // ∆n+1 est injective.
De fac¸on explicite il faut montrer que si F,G∶ τ ∗n+1(X) × τ ∗n+1(∆n+1) // τ ∗n+1(Y ) sont de
morphismes d’ensembles simpliciaux tronque´s tels que :
(245) Fk = Gk si 0 ≤ k ≤ n et Fn+1(x, f) = Gn+1(x, f) si x ∈ Xn+1 et f ∈ (∂∆n+1)n+1 ;
alors Fn+1(x, id[n+1]) = Gn+1(x, id[n+1]) si x ∈Xn+1 c’est-a`-dire F = G.
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Soient F et G deux morphismes ve´rifiant les proprie´te´s (245). Vu qu’on a suppose´ que Y soit
un ensemble simplicial faiblement n-cosquelettique, pour montrer que Fn+1(x, id[n]) = Gn+1(x, id[n])
pour tout x ∈Xn+1 il suffit de ve´rifier que di ○Fn+1(x, id[n]) = di ○Gn+1(x, id[n]) pour tout x ∈Xn+1
et 0 ≤ i ≤ n + 1. Mais par hypothe`se F et G ve´rifient :
di ○ Fn+1(x, id[n]) = Fn(dix, δi) = Gn(dix, δi) = di ○Gn+1(x, id[n]).
Donc F = G. 
§11.2. Soit 0 ≤ n ≤ ∞. Rappelons qu’un ensemble simplicial X est appele´ un n-groupo¨ıde de
Kan, si X est un complexe de Kan qui satisfait la condition d’extension de Kan de fac¸on stricte en
dimension m ≥ n.
Explicitement, X est un n-groupo¨ıde de Kan si la fonction :
Hom∆̂ (∆m+1,X) α
m,k
X // Hom ∆̂ (Λm+1,k,X)
induite de l’inclusion Λm+1,k
 α
m,k
// ∆m+1 est surjective pour m ≥ 1 et 0 ≤ k ≤ m + 1, et injective
pour m ≥ n et 0 ≤ k ≤m + 1.
Montrons les e´quivalences suivantes :
Lemme 11.2.1. SiX est un ensemble simplicial quelconque, les e´nonce´s suivants sont e´quivalents :
(i) X est un n-groupo¨ıde de Kan.
(ii) X est un ensemble simplicial (n + 1)-cosquelettique qui satisfait la condition d’extension
de Kan en dimension m pour 1 ≤m ≤ n + 1 et tel que la fonction :
Hom∆̂ (∆n+1,X) α
n,k
X // Hom ∆̂ (Λn+1,k,X)
est injective pour tout 0 ≤ k ≤ n + 1.
(iii) X est un ensemble simplicial faiblement n-cosquelettique qui satisfait la condition d’ex-
tension de Kan en dimension m pour 1 ≤m ≤ n + 1 et tel que la fonction :
Hom∆̂ (∆n+1,X) α
n,k
X // Hom ∆̂ (Λn+1,k,X)
est injective pour tout 0 ≤ k ≤ n + 1.
En particulier, d’apre`s le Corollaire 11.0.8 un n-groupo¨ıde de Kan est un ensemble simplicial
n-fibrant i.e. est un objet fibrant de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ ,Wn,mono,fibn) du The´ore`me
8.4.2.
De´monstration. Rappelons qu’un ensemble simplicial faiblement n-cosquelettique est par
de´finition (n + 1)-cosquelettique. Donc (iii) ⇒ (ii). D’un autre coˆte´ vu que αn,kX = α̃n,kX ○ αnX , si
la fonction αn,kX est injective alors α
n
X l’est aussi ; c’est-a`-dire (ii) ⇒ (iii).
Pour montrer que (i)⇒ (iii) conside´rons un n-groupo¨ıde de Kan X . Remarquons pour commen-
cer que par hypothe`se X satisfait la condition d’extension de Kan en dimension m pour 1 ≤m ≤ n+1
et que la fonction αn,kX est injective pour tout 0 ≤ k ≤ n + 1.
Plus encore, vu que par supposition la fonction αm,kX du diagramme :
(246) Hom ∆̂ (∆m+1,X)
α
m,k
X
22
αmX // Hom∆̂ (∂∆m+1,X) α̃
m,k
X // Hom ∆̂ (Λm+1,k,X) ,
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est une fonction injective pour m ≥ n et 0 ≤ k ≤ m + 1, on a que αmX est une fonction injective si
m ≥ n. Il se suit du Lemme 8.3.1 que α̃m,kX est une fonction injective pour m ≥ n+1 et 0 ≤ k ≤m+1 ;
donc αmX est une fonction surjective si m ≥ n + 1 parce que α
m,k
X est surjective et α̃
m,k
X injective
toujours que m ≥ n + 1 et 0 ≤ k ≤ m + 1. Autrement dit X est un ensemble simplicial faiblement
n-cosquelettique.
Finalement supposons que X est un ensemble simplicial ve´rifiant les conditions de l’e´nonce´ (iii).
D’apre`s le Lemme 11.1.1 l’ensemble simplicial X est un complexe de Kan, or pour montre que X
est un n-groupo¨ıde de Kan il faut juste de montrer que la fonction αm,kX est injective si m ≥ n + 1
et 0 ≤ k ≤ m + 1. Vu que par hypothe`se la fonction αmX est une fonction injective si m ≥ n, d’apre`s
le Lemme 8.3.1 la fonction α̃m,kX dans le triangle (246) ci-dessus est aussi injective si m ≥ n + 1 et
0 ≤ k ≤m + 1. Donc αm,kX est une fonction injective si m ≥ n + 1 et 0 ≤ k ≤m + 1. 
On de´duit du Lemme 11.2.1 que la sous-cate´gorie pleine de ∆̂ dont les objets sont les 0-
groupo¨ıdes de Kan Grpd0Kan, est e´quivalente a` la cate´gorie des ensembles.
En effet, rappelons qu’on a des adjonctions :
(247) Ens [0]! //
[0]∗
⊥
dd
π0
⊥||
∆̂
ou` π0(X) est l’ensemble des composantes connexes par arcs de l’ensemble simplicial X , [0]!(A) est
l’ensemble simplicial constant a` valeurs l’ensemble A et [0]∗(X) =X0 est l’ensemble des 0-simplexes
de X .
Montrons :
Corollaire 11.2.2. Si X est un ensemble simplicial, ils sont e´quivalents :
(i) X est un 0-groupo¨ıde de Kan.
(ii) X est un ensemble simplicial constant, i.e. les morphismes faces et de´ge´ne´rescences de X
sont tous des fonctions bijectives.
(iii) X est isomorphe a` un ensemble simplicial dans l’image du foncteur [0]!.
(iv) Si η est une unite´ de l’adjonction π0 ⊣ [0]! le morphisme ηX ∶ X // [0]! ○ π0(X) est un
isomorphisme d’ensembles simpliciaux.
(v) Si ε est une counite´ de l’adjonction [0]! ⊣ [0]∗ le morphisme εX ∶ [0]! ○ [0]∗(X) // X
est un isomorphisme d’ensembles simpliciaux.
En particulier, le foncteur ensemble simplicial constant Ens
[0]! // ∆̂ induit une e´quivalence
entre la cate´gorie des ensembles et la cate´gorie des 0-groupo¨ıdes de Kan.
De´monstration. On de´duit sans peine de la de´finition du foncteur [0]! que les e´nonce´s (ii) et
(iii) sont e´quivalents. D’un autre vu que [0]! est un foncteur pleinement fide`le, les e´nonce´s (iii), (iv)
et (v) sont e´quivalents.
D’un autre coˆte´ il se suit du Lemme 11.2.1 que si X est un 0-groupo¨ıde de Kan alors X est un
ensemble simplicial 1-cosquelettique et la fonction :
(248) Hom∆̂ (∆1,X) α
0,k
X // Hom ∆̂ (Λ1,k,X)
est bijective si 0 ≤ k ≤ 1 ; c’est-a`-dire les fonctions d0, d1∶ X1 // X0 sont des bijections. On en
de´duit aussi-toˆt que X est un ensemble simplicial constant.
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Re´ciproquement on ve´rifie sans peine qu’un ensemble simplicial constant est toujours un com-
plexe de Kan, 1-cosquelettique pour lequel la fonction (248) est bijective. Donc (i) ⇔ (ii). 
Si 0 ≤ n ≤∞ montrons que la sous-cate´gorie pleine de ∆̂ dont les objets sont les n-groupo¨ıdes
de Kan note´ GrpdKn est une sous-cate´gorie carte´sienne ferme´e :
Lemme 11.2.3. Soit 0 ≤ n ≤ ∞, si X et Y sont des n-groupo¨ıdes de Kan l’ensemble simplicial
produit X × Y et l’ensemble simplicial des morphismes Hom ∆̂ (X,Y ) sont de n-groupo¨ıdes de Kan.
Autrement dit la cate´gorie GrpdKn des n-groupo¨ıdes de Kan est une sous-cate´gorie carte´sienne
ferme´e de ∆̂ .
De´monstration. Supposons que X et Y sont des n-groupo¨ıdes de Kan. On ve´rifie aussi-toˆt
que l’ensemble simplicial produit X × Y est un n-groupo¨ıde de Kan parce que la fonction :
Hom ∆̂ (∆m+1,X × Y ) α
m,k
X×Y // Hom ∆̂ (Λm+1,k,X × Y )
induite de l’inclusion Λm+1,k
 α
m,k
// ∆m+1 s’identifie a` isomorphisme pre`s a` la fonction produit :
Hom∆̂ (∆m+1,X) ×Hom∆̂ (∆m+1, Y ) α
m,k
X
×α
m,k
Y // Hom∆̂ (Λm+1,k,X) ×Hom∆̂ (Λm+1,k, Y )
laquelle est surjective pour m ≥ 1 et 0 ≤ k ≤m + 1, et injective pour m ≥ n et 0 ≤ k ≤m + 1.
Remarquons d’un autre coˆte´ que d’apre`s les Lemmes 8.4.6 et 11.1.2 Hom ∆̂ (X,Y ) est un com-
plexe de Kan faiblement n-cosquelettique. Il se suit des Lemmes 11.2.1 et 11.0.9 que pour montrer
que Hom∆̂ (X,Y ) soit un n-groupo¨ıde de Kan on doit juste ve´rifier que si 0 ≤ k ≤ n+ 1 la fonction :
(249)
Hom ∆̂ ≤n+1(τ ∗n+1(X)× τ ∗n+1(∆n+1), τ ∗n+1Y ) // Hom ∆̂ ≤n+1(τ ∗n+1(X)× τ ∗n+1(Λn+1,k), τ ∗n+1Y )
induit de l’inclusion canonique Λn+1,k
  // ∆n+1 est injective.
Soit 0 ≤ k ≤ n + 1. Vu qu’on a les e´galite´s des ensembles :
∆n+1n+1/Λn+1,kn+1 = { [n + 1]id[n+1]// [n + 1] , [n + 1] σi // [n] δk // [n + 1] ou` 0 ≤ i ≤ n } ,
∆n+1n /Λn+1,kn = { [n] δk // [n + 1] } et ∆n+1n−1/Λn+1,kn−1 = ∅ ,
il faut montrer que si F,G∶ τ ∗n+1(X)× τ ∗n+1(∆n+1) // τ ∗n+1(Y ) sont de morphismes d’ensembles
simpliciaux tronque´s tels que :
(250) Fk = Gk si 0 ≤ k ≤ n − 1, Fn(a, f) = Gn(a, f) si a ∈Xn et f ∈ Λn+1,kn
et Fn+1(x, f) = Gn+1(x,ϕ) si x ∈Xn+1 et ϕ ∈ Λn+1,kn+1 ;
alors :
Fn(a, δk) = Gn(a, δk) si a ∈ Xn
Fn+1(x, id[n+1]) = Gn+1(x, id[n+1]) et Fn+1(x, δkσi) = Gn+1(x, δkσi) si x ∈Xn+1 .(251)
Pour montrer que Fn+1(x, id[n]) = Gn+1(x, id[n]) pour tout x ∈ Xn+1 il suffit de ve´rifier que
di ○ Fn+1(x, id[n]) = di ○ Gn+1(x, id[n]) pour tout x ∈ Xn+1 et 0 ≤ i ≤ n + 1 ou` i ≠ k, vu que par
hypothe`se Y est un n-groupo¨ıde de Kan. Mais par hypothe`se :
di ○ Fn+1(x, id[n]) = Fn(dix, δi) = Gn(dix, δi) = di ○Gn+1(x, id[n]) .
pour tout x ∈Xn+1 et 0 ≤ i ≤ n+1 ou` i ≠ k. Donc Fn+1(x, id[n]) = Gn+1(x, id[n]) pour tout x ∈ Xn+1 .
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Il se suit en particulier que pour tout a ∈Xn :
Fn(a, δk) = dk ○ Fn+1(sk(a), id[n]) = dk ○Gn+1(sk(a), id[n]) = Gn(a, δk) si 0 ≤ k ≤ n
ou
Fn(a, δk) = dk ○ Fn+1(sn(a), id[n]) = dk ○Gn+1(sn(a), id[n]) = Gn(a, δk) si k = n + 1 .
Enfin on montre que Fn+1(x, δkσi) = Gn+1(x, δkσi) si x ∈Xn+1 parce que :
dj ○ Fn+1(x, δkσi) = Fn(di(x), δkσiδj) = Gn(di(x), δkσiδj) = dj ○Gn+1(x, δkσi)
pour tout 0 ≤ j ≤ n + 1 et Y est un n-groupo¨ıde de Kan. Donc F = G. 
§11.2.1. On va dire qu’un ensemble simplicial X satisfait la condition de minimalite´ en dimen-
sion m si pour tout 0 ≤ k ≤m + 1 la fonction :
Hom∆̂ (∂∆m+1,X) α̃
m,k
X // Hom ∆̂ (Λm+1,k,X) ,
est injective lorsque on la restreinte a` l’image de la fonction :
Hom∆̂ (∆m+1,X) α
m,k
X // Hom ∆̂ (∂∆m+1,k,X) .
Si n ≥ 0, un ensemble simplicial est dit n-minimal si satisfait la condition de minimalite´ en
dimensionm pour toutm ≥ n . Un ensemble simplicial 0-minimal est appele´ simplement un ensemble
simplicial minimal (voir II§9 de [May82]).
Corollaire 11.2.4. Si n ≥ 0 et X est un ensemble simplicial quelconque, les e´nonce´s suivants
sont e´quivalents :
(i) X est un n-groupo¨ıde de Kan.
(ii) X est un complexe de Kan n-minimal et faiblement n-cosquelettique.
(iii) X est un ensemble simplicial faiblement n-cosquelettique, lequel satisfait la condition d’ex-
tension de Kan en dimension m pour 1 ≤m ≤ n+ 1 et satisfait la condition de minimalite´
en dimension n.
E´galement on a les e´quivalences :
(iv) X est un n-groupo¨ıde de Kan minimal.
(v) X est un complexe de Kan faiblement n-cosquelettique minimal.
(vi) X est un ensemble simplicial faiblement n-cosquelettique, lequel satisfait la condition de
minimalite´ en dimension m pour 0 ≤ m ≤ n et satisfait la condition d’extension de Kan
en dimension m pour 1 ≤m ≤ n + 1.
De´monstration. Si X est un ensemble simplicial, du triangle commutatif :
Hom ∆̂ (∆n+1,X)
αn,k
X
22
αnX // Hom ∆̂ (∂∆n+1,X) α̃
n,k
X // Hom ∆̂ (Λn+1,k,X) ;
on de´duit que si la fonction αnX est injective, par exemple si X est un ensemble simplicial faiblement
n-cosquelettique, alors X satisfait la condition de minimalite´ en dimension n si et seulement si la
fonction αn,kX est injective. Il suit du Lemme 11.2.1 que les e´nonce´s (i) et (iii) sont e´quivalents.
D’apre`s le Corollaire 11.0.8 pour montrer que (ii) ⇔ (iii) il suffit de montrer l’e´nonce´ suivant :
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Lemme 11.2.5. Soit n ≥ 0. SiX est un ensemble simplicial (n+1)-cosquelettique (resp. faiblement
n-cosquelettique), alors X est satisfait la condition de minimalite´ en dimension m pour m ≥ n + 2
(resp. m ≥ n + 1).
De´monstration. Si X est un ensemble simplicial (n+1)-cosquelettique, dans le triangle com-
mutatif :
(252) Hom∆̂ (∆m+1,X)
α
m,k
X
22
αmX // Hom ∆̂ (∂∆m+1,X) α̃
m,k
X // Hom ∆̂ (Λm+1,k,X) ,
la fonction αmX est bijective pour m ≥ n + 1. Il se suit de l’e´nonce´ (ii) du Lemme 8.3.1 que α̃
m,k
X
est une fonction bijective pour m ≥ n + 2 et 0 ≤ k ≤ m + 1 ; en particulier, X est m-minimal pour
m ≥ n + 2.
D’un autre coˆte´, si on suppose que X soit faiblement n-cosquelettique, on a cette fois que la
fonction αmX est injective pour m ≥ n. Donc, par le meˆme e´nonce´ X est un ensemble simplicial
m-minimal pour m ≥ n + 1. 
Enfin on de´duit facilement les e´quivalences (iv) ⇔ (v) ⇔ (vi) a` partir des e´quivalences (i) ⇔
(ii) ⇔ (iii) de´ja` montre´es. 
Rappelons de [May82] :
Proposition 11.2.6. Soit n ≥ 0. Si X est un ensemble simplicial quelconque il existe un n-
groupo¨ıde de Kan minimal W et un isomorphisme W // X de la cate´gorie homotopique de la
cate´gorie de mode`les ( ∆̂ ,Wn,mono,fibn) du The´ore`me 8.4.2.
De fac¸on analogue, si X est un ensemble simplicial re´duit il existe un n-groupo¨ıde de Kan
minimal W lequel est un ensemble simplicial re´duit ( i.e. un n-groupe de Kan minimal) et un isomor-
phisme W // X de la cate´gorie homotopique de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn )
de la Proposition 10.1.2.
De´monstration. Si X est un ensemble simplicial quelconque, on sait qu’il existe un complexe
de Kan Y et une ∞-e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux X // Y .
D’un autre si Y est un complexe de Kan, dans II§9 de [May82] on peut trouver une preuve de
l’existence d’un sous-ensemble simplicial Z de Y qui ve´rifie les proprie´te´s suivantes :
(i) Z est un complexe de Kan minimal.
(ii) Le morphisme d’inclusion Z
  // Y est une ∞-e´quivalence faible.
En particulier, d’apre`s le Lemme 11.1.1 on a un diagramme d’ensembles simpliciaux :
(253) X

Y
Z //
?
OO
csqn+1(Z) // csq′n+1(Z)
dont les morphismes sont des n-e´quivalences faibles et tel que csq′n+1(Z) est un n-groupo¨ıde de Kan.
Montrons l’e´nonce´ suivant :
148 Elhoim Sumano
Lemme 11.2.7. Soit n ≥ 0. Si X est un ensemble simplicial lequel satisfait la condition de
minimalite´ en dimension m pour 0 ≤ m ≤ n, alors csqn+1(X)′ satisfait la condition de minimalite´
en dimension m pour tout m ≥ 0.
De´monstration. D’apre`s le Lemme 11.2.5 il suffit de montrer que si X satisfait la condition
de minimalite´ en dimension m pour 0 ≤m ≤ n alors csqn+1(X)′ aussi.
Premie`rement csq′n+1(X) est m-minimal pour 0 ≤ m ≤ n − 1 car X et csq′n+1(X) ont la meˆme
n-troncations. Pour montrer que csq′n+1(X) est n-minimal, conside´rons le diagramme commutatif :
Hom ∆̂ (∆n+1,X) α
n
X //
f1

Hom∆̂ (∂∆n+1,X) α̃
n,k
X //
f2

Hom∆̂ (Λn+1,k,X)
f3

Hom∆̂ (∆n+1,csq′n+1X) αn
csq′
n+1
X
// Hom ∆̂ (∂∆n+1,csq′n+1X)
α̃
n,k
csq′
n+1
X
// Hom∆̂ (Λn+1,k,csq′n+1X) ,
ou` les fonctions fi sont induisent par X // csq′n+1X le morphisme compose´ (241).
Remarquons que f2 et f3 sont des fonctions bijectives, car X et csq
′
n+1(X) ont la meˆme n-
troncation. D’un autre, vu qu’on peut identifier f1 au morphisme quotient Xn+1 // Xn+1/ n∼ , ou` n∼
est la relation d’e´quivalence (239), f1 est une fonction surjective. Donc, csq
′
n+1(X) est un ensemble
simplicial n-minimal si X l’est. 
On de´duit du Lemme 11.2.7 que le n-groupo¨ıde de Kan csq′n+1(Z) du diagramme (253) est un
ensemble simplicial minimal. D’un autre vu que tous les morphismes de (253) sont des n-e´quivalences
faibles, on en de´duit un isomorphisme csq′n+1(Z) // X de Hon( ∆̂ ) la cate´gorie homotopique
de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ ,Wn,mono,fibn).
Finalement remarquons que si X est un ensemble simplicial re´duit on peut supposer que tous
les ensembles simpliciaux du diagramme (253) sont aussi re´duit. En effet pour commencer on choisi
un remplacement fibrant X // Y de X dans la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ).
Puis on note que Z est un sous-ensemble simplicial de Y , en particulier Z est re´duit. Enfin on note
que les ensembles de 0-simplexes de csqn+1(Z) et csqn+1(Z)′ sont e´gaux a` Z0 = ⋆. 
§11.2.2. Si n ≥ 0 rappelons que d’apre`s les Lemmes 11.2.3, 11.0.9 et 8.4.6 les sous-cate´gories
pleinesGrpdKn,Kcsqn+1 et Fibn de la cate´gorie des ensembles simpliciaux ∆̂ dont les objets sont
les n-groupo¨ıdes de Kan, les complexes de Kan (n + 1)-cosquelettiques et les ensembles simpliciaux
n-fibrants respectivement, sont de sous-cate´gories carte´siennes ferme´es de ∆̂ .
Autrement dit, on a une chaˆıne des sous-cate´gories pleines :
(254) GrpdKn
  // Kcsqn+1 
 // Fibn 
 // ∆̂
lesquelles sont stables par produits finis et par ensemble simplicial des morphismes Hom ∆̂ .
Vu que dans ( ∆̂ ,Wn,mono,fibn) tous les objets sont cofibrants et les objets fibrants sont par
de´finition les ensembles simpliciaux n-fibrants, si on pose hGrpdKn, hKcsqn+1 et hFibn pour noter
les cate´gories qu’on obtient de GrpdKn, Kcsqn+1 et Fibn respectivement en prenant l’ensemble
des composantes connexes par arcs π0(Hom∆̂ ) de l’ensemble simplicial des morphismes Hom ∆̂ , les
foncteurs d’inclusion de (254) induisent une chaˆıne des foncteurs pleinement fide`les :
(255) hGrpdKn
  // hKcsqn+1 
 // hFibn 
 // Hon( ∆̂ )
La Proposition 11.2.6 implique que ces foncteurs sont essentiellement surjectifs.
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Corollaire 11.2.8. La chaˆıne de foncteurs d’inclusion (254) induite une chaˆıne des e´quivalences
de cate´gories (255). En particulier la cate´gorie homotopique des n-groupo¨ıdes de Kan hGrpdKn
est e´quivalente a` la cate´gorie homotopique des n-types d’homotopie Hon( ∆̂ ).
Remarquons :
Corollaire 11.2.9. Le foncteur canonique GrpdK0 // hGrpdK0 est un isomorphisme de
cate´gories. En particulier le foncteur ensemble simplicial constant Ens // ∆̂ induit une e´quivalence
entre la cate´gorie carte´sienne ferme´e des ensembles Ens et la cate´gorie carte´sienne ferme´e des 0-
types d’homotopie Ho0( ∆̂ ) i.e. la cate´gorie homotopique des 0-groupo¨ıdes de Kan.
De´monstration. Vu que le foncteur canonique GrpdK0 // hGrpdK0 est l’identite´ en
objets, pour montrer que c’est un isomorphisme de cate´gories il suffit de ve´rifier que c’est un foncteur
pleinement fide`le.
Si X et Y sont de 0-groupo¨ıdes de Kan il se suit du Lemme 11.2.3 que l’ensemble simplicial
Hom∆̂ (X,Y ) est aussi un 0-groupo¨ıde de Kan. En particulier la fonction :
Hom∆̂ (X,Y )0 // π0(Hom ∆̂ (X,Y ))
est bijective d’apre`s le Corollaire 11.2.2. Autrement dit le foncteur GrpdK0 // hGrpdK0 est
pleinement fide`le.
La deuxie`me assertion est une conse´quence de ce qu’on vient de montrer, le Corollaire 11.2.2 et
le cas n = 0 du Corollaire 11.2.8. 
§11.2.3. Si n ≥ 1 posons GrpKn, Kcsqn+10 et Fib
n
0 pour noter les sous-cate´gories pleines de
la cate´gorie des ensembles simpliciaux re´duits ∆̂ 0 dont les objets sont les n-groupo¨ıdes de Kan, les
complexes de Kan (n+1)-cosquelettiques et les ensembles simpliciaux n-fibrants respectivement. On
appelle les objets de GrpKn les n-groupes de Kan.
Remarquons qu’on a une chaˆıne des foncteurs d’inclusion :
(256) GrpKn
  // Kcsqn+10
  // Fibn0
  // ∆̂ .
Notons aussi hGrpKn, hKcsqn+10 et hFib
n
0 les cate´gories qu’on obtient de GrpK
n, Kcsqn+10
et Fibn0 respectivement en prenant l’ensemble des composantes connexes par arcs π0(Hom ∆̂ 0) de
l’ensemble simplicial des morphismes Hom∆̂ 0 de ∆̂ 0. Vu que dans la cate´gorie de mode`les simpliciale( ∆̂ 0,Wredn ,mono,fibredn ) tous les objets sont cofibrants et les objets fibrants sont par de´finition
les ensembles simpliciaux n-fibrants re´duits, les foncteurs d’inclusion de (256) induisent une chaˆıne
des foncteurs pleinement fide`les :
(257) hGrpKn
  // hKcsqn+10
  // hFibn0
  // Hon( ∆̂ 0)
Corollaire 11.2.10. La chaˆıne de foncteurs d’inclusion (256) induite une chaˆıne des e´quiva-
lences de cate´gories (257). En particulier la cate´gorie homotopique des n-groupes de Kan hGrpKn
est e´quivalente a` la cate´gorie homotopique des n-types d’homotopie re´duits Hon( ∆̂ 0).
De´monstration. Voir la Proposition 11.2.6. 
Montrons :
Corollaire 11.2.11. Le foncteur canonique GrpK1 // hGrpK1 ≃ Ho1( ∆̂ 0) est un iso-
morphisme de cate´gories (voir le Corollaire 11.2.10 ci-dessus).
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De´monstration. De´montrons par ailleurs :
Lemme 11.2.12. Si X etW sont des ensembles simpliciaux re´duits dont W est un 1-groupo¨ıde de
Kan, alors Hom ∆̂ 0(X,W ) est un 0-groupo¨ıde de Kan ; i.e. Hom ∆̂ 0(X,W ) est l’ensemble simplicial
constant a` valeurs Hom ∆̂ 0(X,W ) (voir le Lemme 11.2.2).
De´monstration. Rappelons que d’apre`s le Lemme 11.2.2 un ensemble simplicial A est un
0-groupo¨ıde de Kan si et seulement si A est un ensemble simplicial constant a` valeurs A0.
D’un autre remarquons que si W est un 1-groupo¨ıde de Kan re´duit alors W est un objet fi-
brant de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wred1 ,mono,fibred1 ) ; en particulier l’ensemble simplicial
Hom∆̂ 0(X,W ) est un complexe de Kan pour tout ensemble simplicial X re´duit (voir le Lemme
11.2.1).
Plus encore, vu que l’ensemble simplicial re´duitW est 2-cosquelettique, Hom ∆̂ 0(X,W ) est aussi
un ensemble simplicial 2-cosquelettique d’apre`s le Lemme 11.0.10.
Il nous reste a` montrer que si 0 ≤m ≤ 1 et 0 ≤ k ≤m + 1 la fonction (surjective) :
Hom∆̂ (∆m+1,Hom ∆̂ 0(X,W ))
≅
// Hom∆̂ (Λm+1,k,Hom ∆̂ 0(X,W ))
≅
Hom∆̂ ((X ×∆m+1)/( ⋆ ×∆m+1),W) Hom ∆̂ ((X ×Λm+1,k)/( ⋆ ×Λm+1,k),W)
induit de l’inclusion Λm+1,k // ∆m+1 est injective.
Cas m = 1 : Pour montrer qu’on a une bijection :
(258) Hom∆̂ ((X ×∆2)/( ⋆ ×∆2),W) // Hom ∆̂ ((X ×Λ2,k)/( ⋆ ×Λ2,k),W)
si 0 ≤ k ≤ 2, remarquons que par hypothe`se :
Hom∆̂ ( ⋆ ×∆2,W ) // Hom∆̂ ( ⋆ ×Λ2,k,W )
est une fonction bijective et qu’on a de´ja` montre´ dans de Corollaire 11.2.3 que :
Hom∆̂ (X ×∆2,W ) // Hom∆̂ (X ×Λ2,k,W )
est aussi bijective si W est un 1-groupo¨ıde. Donc (258) est une fonction bijective.
Cas m = 0 : Montrons que la fonction :
(259) Hom∆̂ ((X ×∆1)/( ⋆ ×∆1),W) // Hom ∆̂ ((X ×Λ1,k)/( ⋆ ×Λ1,k),W)
est injective si 0 ≤ k ≤ 1.
Explicitement, si F,G∶ X ×∆1 // W sont deux morphismes d’ensembles simpliciaux tels que :
F ∣
⋆×∆1
= G ∣
⋆×∆1
=
Morphisme constant
a` valeurs ⋆
et F ∣
X×Λ1,k
= G ∣
X×Λ1,k
(Remarquons que ⋆ ×Λ
1,k
≅ ⋆) ;
on doit montrer que F = G.
Vu que W est un ensemble simplicial faiblement 1-cosquelettique et on a l’e´galite´ :
∆11/Λ1,k1 = { [1] id[1] // [1] , [1] σ0 // [0] δk // [1] } ,
il suffit de de´montrer que pour tout 1-simplexe a de X on a que :
(260) F1(a, id[1]) = G1(a, id[1]) et F1(a, δk ○ σ0) = G1(a, δk ○ σ0) .
Le de´terminant de Deligne 151
Si a ∈ X1 conside´rons les 2-simplexes (s1(a), σ0) et (s0(a), σ1) de X , et remarquons que :
d0(s1a,σ0) = (s0⋆, id[1]) d1(s1a,σ0) = (a, id[1]) d2(s1a,σ0) = (a, δ1 ○ σ0)
et
d0(s0a,σ1) = (a, δ0 ○ σ0) d1(s0a,σ1) = (a, id[1]) d2(s1a,σ1) = (s0⋆, id[1]) .
On de´duit que :
F2(s1(a), σ0) = G2(s1(a), σ0) et F2(s0(a), σ1) = G2(s0(a), σ1) ,
parce que la fonction :
Hom∆̂ (∆2,W ) // Hom∆̂ (Λ2,W )
induit de l’inclusion Λ2,m
  // ∆2 est injective si 0 ≤m ≤ 2 et on sait que :
F1(s0⋆, id[1]) = G1(s0⋆, id[1]) et F1(a, δℓ ○ σ0) = G1(a, δℓ ○ σ0)
si ℓ ≠ k.
En particulier :
F1(a, δ0 ○ σ0) = d1 ○ F2(s0(a), σ1) = d0 ○G2(s0(a), σ1) = G1(a, δ0 ○ σ0)
F1(a, id[1]) = d1 ○ F2(s0(a), σ1) = d1 ○G2(s0(a), σ1) = G1(a, id[1])
F1(a, δ1 ○ σ0) = d2 ○ F2(s1(a), σ0) = d2 ○G2(s1(a), σ0) = G1(a, δ1 ○ σ0) .

Si X et Y sont des 1-groupes de Kan i.e. des ensembles simpliciaux re´duit lesquels sont des
1-groupo¨ıdes de Kan, il se suit du Lemme 11.2.12 que l’ensemble simplicial Hom ∆̂ 0(X,Y ) est un
0-groupo¨ıde de Kan. Donc :
Hom ∆̂ 0(X,Y ) ≅ Hom ∆̂ 0(X,Y )0 // π0(Hom ∆̂ 0(X,Y ))
est une fonction bijective d’apre`s le Corollaire 11.2.2.
Autrement dit le foncteur GrpK1 // hGrpK1 est pleinement fide`le. Donc une e´quivalence
de cate´gories. 
§11.3. Dans le pre´sent paragraphe, on va montrer des version pointe´e du Corollaire 11.0.8 et du
Lemme 11.0.9 qu’on a besoin pour montrer le Lemme 10.1.6. Pour cela conside´rons les adjonctions :
(261) Ens
(∆≤n+1)
op
⋆ = ∆̂ ≤n+1,⋆ ⊥
xx
τ ∗n+1
τn+1 ∗
:: ∆̂ ⋆
≅ Ens∆
op ,
⋆
(262) et Ens
(∆≤n+1)
op
= ∆̂ ≤n+1 ⊥
yy
τ ∗n+1
τn+1 ∗
;; ∆̂
= Ens∆
op ,
(voir le de´but de §11) induisent par le foncteur d’inclusion canonique :
∆≤n+1
  τn+1 // ∆ ;
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et posons csqpointe´n+1 (X,x) = τn+1 ∗τ ∗n+1(X,x), pour tout ensemble simplicial pointe´ (X,x), de fac¸on
analogue a` la notation csqn+1(X) = τn+1 ∗τ ∗n+1(X), pour un ensemble simplicial X .
On peut trouver une description de csqpointe´n+1 (X,x) en fonction de l’ensemble simplicial csqn+1(X),
en conside´rant les adjonctions compose´es :
∆̂ ≤n+1,⋆ ⊥
xx
τ ∗n+1
τn+1 ∗
99 ∆̂ ⋆ ⊥
π
==
∆̂
( ⋅ )+
zz
et ∆̂ ≤n+1,⋆ ⊥
π
88̂
∆ ≤n+1
( ⋅ )+
ww
⊥
yy
τ ∗n+1
τn+1 ∗
;; ∆̂
qu’on construit a` partir de (161), (261) et (262).
En effet, vu que τ ∗n+1(X+) = τ∗n+1(X)+, pour tout ensemble simplicial X ; il se suit que si (A,a)
est un ensemble simplicial pointe´ (n + 1)-tronque´, l’ensemble simplicial sous-jacent a` τn+1 ∗(A,a)
est isomorphe a` l’ensemble simplicial τn+1 ∗(A). En particulier, il existe un isomorphisme naturel
d’ensembles simpliciaux pointe´s :
(263) csqpointe´n+1 (X,x) ≅ (csqn+1(X), x) ,
ou` x est l’image de la fle`che ⋆
x // X par le foncteur csqn+1 = τn+1 ∗τ
∗
n+1 ; c’est-a`-dire, x est le
morphisme d’ensembles simpliciaux compose´ :
⋆
x // X
ηX // csqn+1(X) .
Finalement, remarquons que si η∶ id ∆̂⋆
+3 csqpointe´n+1 est une unite´ de l’adjonction (261), la fa-
mille dont les e´le´ments sont les morphismes images par le foncteur d’oubli ∆̂ ⋆
π // ∆̂ des mor-
phismes :
(264) (X,x) ηX // csqpointe´n+1 (X,x) , pour (X,x) un objet de ∆̂ ∗ ;
est une unite´ de l’adjonction (262).
Lemme 11.3.1. Soit n ≥ 0 et (X,x) un ensemble simplicial pointe´. Si (X,x) est un objet fi-
brant de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ ⋆, π−1W∞,mono, π−1fib∞), alors csqpointe´n+1 (X,x) est un ob-
jet fibrant de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ ⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn), et le morphisme canonique
(X,x) // csqpointe´n+1 (X,x) appartient a` π−1Wn.
De´monstration. D’apre`s le Corollaire 8.5.1 un ensemble simplicial pointe´ (X,x) est un objet
fibrant de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ ⋆, π−1W∞,mono, π−1fib∞), si et seulement si l’ensemble
simplicial X est un complexe de Kan ; et csqpointe´n+1 (X) est un objet fibrant de la cate´gorie de
mode`les ( ∆̂ ⋆, π−1Wn,mono, π−1fibn) si et seulement si csqn+1(X) est un complexe de Kan tel
que πm(csqn+1(X)) = 0 si m ≥ n.
D’un autre dire que (X,x) // csqpointe´n+1 (X,x) appartienne a` π−1Wn e´quivaut a` dire que
X // csqn+1(X) soit une n-e´quivalence faible. L’e´nonce´ est alors une conse´quence du Corollaire
11.0.8. 
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Montrons maintenant :
Lemme 11.3.2. Soit n ≥ 0. Si X = (X,x) et Y = (Y, y) sont des ensembles simpliciaux pointe´s,
l’ensemble simplicial des morphismes Hom∆̂ ⋆(X,csqpointe´n+1 Y ) est (n + 1)-cosquelettique et le mor-
phisme canonique X // csqpointe´n+1 (X) induit un isomorphisme d’ensembles simpliciaux :
(265) Hom∆̂ ⋆(csqpointe´n+1 X,csqpointe´n+1 Y ) ≅ // Hom ∆̂ ⋆(X,csqpointe´n+1 Y ) .
De´monstration. La preuve est analogue a` celle du Lemme 11.0.9. En effet vu que :
τ ∗n+1(A ∧B) ≅ τ ∗n+1(B) ∧ τ ∗n+1(B)
parce que le foncteur τ ∗n+1 commute aux limites et colimites, on conside`re les chaˆınes d’isomor-
phismes :
Hom ∆̂ (∆m+1,Hom ∆̂ ⋆(X,csqpointe´n+1 Y )) ≅ Hom ∆̂ ⋆(∆m+1+ ∧X,csqpointe´n+1 Y )
≅ Hom ∆̂ ≤n+1,⋆(τ∗n+1(∆m+1+ ∧X), τ∗n+1Y )
≅ Hom ∆̂ ≤n+1,⋆(τ∗n+1(∆m+1+ ) ∧ τ∗n+1(X), τ∗n+1Y )
≅ Hom ∆̂ ≤n+1,⋆(τ∗n+1(∂∆m+1+ ) ∧ τ∗n+1(X), τ∗n+1Y )
≅ Hom ∆̂ ≤n+1,⋆(τ∗n+1(∂∆m+1+ ∧X), τ∗n+1Y )
≅ Hom ∆̂ ⋆(∂∆m+1+ ∧X,csqpointe´n+1 Y )
≅ Hom ∆̂ (∂∆m+1,Hom ∆̂ ⋆(X,csqpointe´n+1 Y ))
ou` m ≥ n + 1 et :
Hom ∆̂ ⋆(X,csqpointe´n+1 Y )m = Hom ∆̂ ⋆(X ∧∆m+1+ ,csqpointe´n+1 Y )
≅ Hom ∆̂ ≤n+1,⋆(τ ∗n+1(X ∧∆m+ ), τ ∗n+1Y )
≅ Hom ∆̂ ≤n+1,⋆(τ ∗n+1(X)∧ τ ∗n+1(∆m+ ), τ ∗n+1Y )
≅ Hom ∆̂ ≤n+1,⋆(τ ∗n+1(csqpointe´n+1 (X)) ∧ τ ∗n+1(∆m+ ), τ ∗n+1Y )
≅ Hom ∆̂ ≤n+1,⋆(τ ∗n+1(csqpointe´n+1 (X)∧∆m+ ), τ ∗n+1Y )
≅ Hom ∆̂ ≤n+1,⋆(csqpointe´n+1 (X) ∧∆m+ ,csqpointe´n+1 Y )
≅ Hom ∆̂ ⋆(csqpointe´n+1 X,csqpointe´n+1 Y )m .

Finalement :
Corollaire 11.3.3. Soit n ≥ 0. Si Y = (Y, y) est un ensemble simplicial pointe´s dont le en-
semble simplicial sous-jacent est un n-groupo¨ıde de Kan, alors l’ensemble simplicial des morphismes
Hom∆̂ ⋆(X,Y ) est un n-groupo¨ıde de Kan pour tout ensemble simplicial pointe´ X = (X,x).
De´monstration. L’ensemble simplicial Hom∆̂ ⋆(X,Y ) est (n + 1)-cosquelettique d’apre`s le
Lemme 11.3.2 et Hom ∆̂ ⋆(X,Y ) est un complexe de Kan parce que l’ensemble simplicial sous-jacent
a` Y est un complexe de Kan.
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Il se suit du Lemme 11.2.1 qu’il faut montrer que la fonction :
Hom ∆̂ ≤n+1,⋆(τ ∗n+1(X ∧∆n+1+ ), τ ∗n+1Y ) // Hom ∆̂ ≤n+1,⋆(τ ∗n+1(X ∧Λn+1,k+ ), τ ∗n+1Y )
induit de l’inclusion canonique Λn+1,k
  // ∆n+1 est injective si 0 ≤ k ≤ n + 1.
Soit 0 ≤ k ≤ n + 1. Vu qu’on a les e´galite´s des ensembles :
∆n+1n+1/Λn+1,kn+1 = { [n + 1]id[n+1]// [n + 1] , [n + 1] σi // [n] δk // [n + 1] ou` 0 ≤ i ≤ n } ,
∆n+1n /Λn+1,kn = { [n] δk // [n + 1] } et ∆n+1n−1/Λn+1,kn−1 = ∅ ,
si F,G∶ τ ∗n+1(X ×∆n+1) // τ ∗n+1(Y ) sont de morphismes d’ensembles simpliciaux tronque´s tels
que :
(266) Fk = Gk si 0 ≤ k ≤ n − 1, Fn(a, f) = Gn(a, f) si a ∈ Xn et f ∈ Λn+1,kn ,
Fn+1(x, f) = Gn+1(x,ϕ) si x ∈Xn+1 et ϕ ∈ Λn+1,kn+1
et Fi(x0, α) = y0 = Gi(x0, α) si α ∈∆n+1i et 0 ≤ i ≤ n + 1 ,
on doit montrer que :
Fn(a, δk) = Gn(a, δk) si a ∈ Xn
Fn+1(x, id[n+1]) = Gn+1(x, id[n+1]) et Fn+1(x, δkσi) = Gn+1(x, δkσi) si x ∈Xn+1 .(267)
La preuve est la meˆme que cela du Lemme 11.2.3. 
§11.4. Si n ≥ 0 et ∆≤n est la cate´gorie de´finie au de´but de §11, conside´rons les cate´gories
produit∆×(∆≤n) et (∆≤n)×∆. On appelle respectivement les objets des cate´gories de pre´faisceaux :
∆̂ ×∆≤n = Ens
(∆ × (∆≤n))
op
et ∆̂≤n ×∆ = Ens
((∆≤n) ×∆)
op
des ensembles bisimpliciaux verticalement n-tronque´s et horizontalement n-tronque´s.
Les foncteurs d’inclusion :
∆ × (∆≤n)   id×νn // ∆ ×∆ et (∆≤n) ×∆   νn×id // ∆ ×∆
induisent d’adjonctions :
∆̂×∆≤n ⊥
yy
(id×νn)∗
(id×νn)∗
::∆̂×∆ et ∆̂≤n×∆ ⊥
yy
(νn×id)∗
(νn×id)∗
::∆̂×∆ ,
respectivement.
Un ensemble bisimplicial X est dit verticalement n-cosquelettique, si le morphisme canonique :
X
ηnX // (id × νn)∗(id × νn)∗X
est un isomorphisme ; c’est-a`-dire, si X est isomorphe a` un objet dans l’image du foncteur (id×νn)∗
ci-dessus. De fac¸on analogue, X est dit horizontalement n-cosquelettique si X est isomorphe a` un
objet dans l’image du foncteur (νn × id)∗.
Lemme 11.4.1. Pour tout ensemble bisimplicial X, les e´nonce´s suivants sont e´quivalents :
(i) X est verticalement (resp. horizontalement) n-cosquelettique.
(ii) X est verticalement (resp. horizontalement) m-cosquelettique pour m ≥ n.
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(iii) La fonction :
Hom
∆̂×∆(∆p⊠∆q,X) (id⊠α
q−1)∗
// Hom
∆̂×∆(∆p⊠∂∆q,X)
(resp.
Hom
∆̂×∆(∆p⊠∆q,X) (α
p−1⊠id)∗
// Hom
∆̂×∆(∂∆p⊠∆q,X) ),
induite du monomorphisme ∂∆q
αq−1// ∆q (resp. ∂∆p αp−1// ∆p ), est bijective pour tout
p ≥ 0 et q ≥ n + 1 (resp. p ≥ n + 1 et q ≥ 0).
(iv) L’ensemble simplicial Xp,● (resp. X●,q) est n-cosquelettique pour tout p ≥ 0 (resp. q ≥ 0).
(v) Les morphismes horizontaux (resp. verticaux) du carre´ suivant :
(268) Hom
∆̂×∆(∆p⊠∆q,X) (id⊠α
q−1)∗ //
(αp−1⊠id)∗

Hom
∆̂×∆(∆p⊠∂∆q,X)
(αp−1⊠id)∗

Hom
∆̂×∆(∂∆p⊠∆q,X) (id⊠αq−1)∗ // Hom∆̂×∆(∂∆p⊠∂∆q,X) ,
sont des isomorphismes pour tout p ≥ 0 et q ≥ n + 1 (resp. p ≥ n + 1 et q ≥ 0).
(vi) Pour tout p ≥ 0 et q ≥ n + 1 (resp. p ≥ n + 1 et q ≥ 0) :
(269) Hom
∆̂×∆(∆p⊠∆q,X) (id⊠α
q−1)∗ //
(αp−1⊠id)∗

Hom
∆̂×∆(∆p⊠∂∆q,X)
(αp−1⊠id)∗

Hom
∆̂×∆(∂∆p⊠∆q,X) (id⊠αq−1)∗ // Hom∆̂×∆(∂∆p⊠∂∆q,X) ,
est un carre´ carte´sien.
(vii) Les morphismes horizontaux (resp. verticaux) du carre´ suivant :
(270) Hom
∆̂×∆(∆p⊠∆q,X) (id⊠α
q−1)∗ //
(αp−1,k⊠id)∗

Hom
∆̂×∆(∆p⊠∂∆q,X)
(αp−1,k⊠id)∗

Hom
∆̂×∆(Λp,k⊠∆q,X) (id⊠αq−1)∗ // Hom∆̂×∆(Λp,k⊠∂∆q,X)
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
Hom
∆̂×∆(∆p⊠∆q,X) (id⊠α
q−1,k)∗ //
(αp−1⊠id)∗

Hom
∆̂×∆(∆p⊠Λq,k,X)
(αp−1⊠id)∗

Hom
∆̂×∆(∂∆p⊠∆q,X) (id⊠αq−1,k)∗// Hom∆̂×∆(∂∆p⊠Λq,k,X)
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
sont des isomorphismes si p ≥ 0, 0 ≤ k ≤ p et q ≥ n + 1 (resp. p ≥ n + 1, 0 ≤ k ≤ p et q ≥ 0).
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(viii) Pour tout p ≥ 0, 0 ≤ k ≤ p et q ≥ n + 1 (resp. p ≥ n + 1, 0 ≤ k ≤ p et q ≥ 0) :
(271) Hom
∆̂×∆(∆p⊠∆q,X) (id⊠α
q−1)∗ //
(αp−1,k⊠id)∗

Hom
∆̂×∆(∆p⊠∂∆q,X)
(αp−1,k⊠id)∗

Hom
∆̂×∆(Λp,k⊠∆q,X) (id⊠αq−1)∗ // Hom∆̂×∆(Λp,k⊠∂∆q,X)
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
resp.
Hom
∆̂×∆(∆p⊠∆q,X) (id⊠α
q−1,k)∗ //
(αp−1⊠id)∗

Hom
∆̂×∆(∆p⊠Λq,k,X)
(αp−1⊠id)∗

Hom
∆̂×∆(∂∆p⊠∆q,X) (id⊠αq−1,k)∗// Hom∆̂×∆(∂∆p⊠Λq,k,X)
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
est un carre´ carte´sien.
De´monstration. On montre l’e´quivalence des e´nonce´s (i) et (ii) comme dans la preuve du
Lemme 11.0.7. D’un autre, d’apre`s le Lemme 11.0.7 les e´nonce´s (iii) et (iv) sont e´quivalents parce
qu’on a des isomorphismes :
Hom∆̂×∆(∆p ⊠W,X) ≅ Hom∆̂ (W,Xp,●) et Hom∆̂×∆(W ⊠∆q,X) ≅ Hom ∆̂ (W,X●,q)
pour tout ensemble simplicial W .
Pour montrer l’e´quivalence des e´nonce´s (i) et (iii) dans le cas vertical conside´rons l’adjonction :
(272) ∆̂ ×∆≤m ⊥

(id×jm)∗
(id×jm)∗
AA ∆̂ ×∆≤m+1
associe´e au foncteur d’inclusion ∆≤m
  jm // ∆≤m+1 .
On observe alors que si A est un ensemble bisimplicial verticalement m-tronque´, l’ensemble
bisimplicial verticalement (m + 1)-tronque´ (id × jm)∗(A) est a` isomorphisme pre`s de´crite comme
suit : Pour tout p ≥ 0,
(id × jm)∗(A)p,q = Ap,q si 0 ≤ q ≤m,
et (id × jm)∗(A)p,m+1 = Hom∆̂×∆≤m((id × νm)∗(∆p ⊠ ∂∆m+1),A)
≅
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(a0, . . . , am+1) ∈
m+1
∏
0
Ap,m
RRRRRRRRRRR
dm−1i aj = d
m−1
j−1 ai
si 0 ≤ i < j ≤m + 1.
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭.
Les morphismes faces et de´ge´ne´rescences verticaux sont ceux de A pour p ≥ 0 et 0 ≤ q ≤m ; et :
(id × jm)∗(A)p,m+1
dvi

Ap,m
svi
OO
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sont de´finis comme dans la preuve du Lemme 11.0.7. Enfin, les morphismes horizontaux :
(id × jm)∗(A)p−1,m+1
shi
// (id × jm)∗(A)p,m+1
dhioo
sont de´finis argument par argument :
(dhi a0, . . . , dhi am+1) (a0, . . . , am+1)✤d
h
ioo
(a0, . . . , am+1) ✤
shi
// (shi a0, . . . , shi am+1) .
On peut construire une unite´ de l’adjonction (272) : Cela est de´finie dans un ensemble bisimplicial
(m + 1)-tronque´ B par un morphisme B // (id × jm)∗(id × jm)∗B , dont la partie non trivial
s’identifie aux fonctions :
(273) Hom
∆̂×∆≤m+1
((id×νm+1)∗(∆p⊠∆m+1),B)≅Bp,m+1
(id⊠αm)∗

Hom
∆̂×∆≤m+1
((id×νm+1)∗(∆p⊠∂∆m+1),B)≅ (id×jm)∗(id×jm)∗(B)p,m+1,
pour p ≥ 0. Donc, B est dans l’image du foncteur (id×jm)∗ si et seulement si, (273) est une bijection
pour tout p ≥ 0.
On en conclut que X est verticalement n-cosquelettique, si et seulement si la fonction :
Hom
∆̂×∆(∆p⊠∆m+1,X) (id⊠α
m)∗ // Hom
∆̂×∆(∆p⊠∂∆m+1,X),
est bijective pour tout p ≥ 0 et m ≥ n. Donc, les e´nonce´s (i) et (iii) sont e´quivalents.
Les e´nonce´s (iii) et (v) sont e´quivalents parce que la fonction :
Hom
∆̂×∆(∆p⊠∆q,X) (id⊠α
q−1)∗
// Hom
∆̂×∆(∆p⊠∂∆q,X)
est bijective pour tout p ≥ 0, si et seulement si la fonction :
Hom
∆̂×∆(W⊠∆q,X) (id⊠α
q−1)∗
// Hom
∆̂×∆(W⊠∂∆q,X)
est bijective pour tout ensemble simplicial W .
Montrons que les e´nonce´s (iii) et (vi) sont e´quivalents par un argument inductif sur p ≥ 0.
Si p = 0, remarquons que dans le carre´ :
(274) Hom
∆̂×∆(∆0⊠∆q,X) (id⊠α
q−1)∗ //
(α−1⊠id)∗

Hom
∆̂×∆(∆0⊠∂∆q,X)
(α−1⊠id)∗

Hom
∆̂×∆(∂∆0⊠∆q,X) (id⊠αq−1)∗ // Hom∆̂×∆(∂∆0⊠∂∆q,X) ,
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la fonction horizontale infe´rieur est l’identite´ de l’ensemble a` un e´le´ment. Donc, puisqu’on a un carre´
commutatif :
Hom
∆̂
(∆q,X0,●) α
m
X0,● //
≅
Hom
∆̂
(∂∆q,X0,●),
≅
Hom
∆̂×∆(∆0⊠∆q,X) (id⊠αq−1)∗ // Hom∆̂×∆(∆0⊠∂∆q,X) ,
on en de´duit que le carre´ (274) est carte´sien pour q ≥ n + 1, si et seulement si X0,● est un ensemble
simplicial n-cosquelettique.
Supposons maintenant que les conditions (iii) et (vi) sont e´quivalentes pour 0 ≤ p ≤ k. Si X est
un ensemble bisimplicial tel que Xk,● est n-cosquelettique, on de´duit que dans le carre´ :
(275) Hom
∆̂×∆(∆k+1⊠∆q,X) (id⊠α
q−1)∗ //
(αk⊠id)∗

Hom
∆̂×∆(∆k+1⊠∂∆q,X)
(αk⊠id)∗

Hom
∆̂×∆(∂∆k+1⊠∆q,X) (id⊠αq−1)∗ // Hom∆̂×∆(∂∆k+1⊠∂∆q,X) ,
la fonction horizontale infe´rieur est un isomorphisme pour q ≥ n + 1, du fait qu’on peut l’identifier
avec une colimite de fonctions du type :
Hom∆̂ (∆q,Xk,●) α
q−1
X // Hom∆̂×∆(∂∆q,Xk,●) .
Donc, (275) est carte´sien pour q ≥ n+1, si et seulement si Xk+1,● est n-cosquelettique. Autrement
dit les conditions (iii) et (vi) sont e´quivalentes pour 0 ≤ p ≤ k + 1.
On montre de fac¸on analogue que les conditions (iii), (vii) et (viii) sont e´quivalentes. 
§11.4.1. Conside´rons ∆ ×
≤n
∆, la sous-cate´gorie pleine de la cate´gorie produit ∆ ×∆ dont les
objets sont les couples ([p], [q]) tels que p + q ≤ n ; et soit :
(276) ∆̂ ×
≤n
∆ ⊥
zz
µ ∗n
µn∗
88
∆̂ ×∆ ,
l’adjonction induite du foncteur d’inclusion canonique :
(277) ∆ ×
≤n
∆
  µn // ∆ ×∆ .
Lemme 11.4.2. Un ensemble bisimplicial X est isomorphe a` un objet dans l’image du foncteur
µn∗, si et seulement si le carre´ suivant :
(278) Hom
∆̂×∆(∆p⊠∆q,X) (id⊠α
q−1)∗ //
(αp−1⊠id)∗

Hom
∆̂×∆(∆p⊠∂∆q,X)
(αp−1⊠id)∗

Hom
∆̂×∆(∂∆p⊠∆q,X) (id⊠αq−1)∗ // Hom∆̂×∆(∂∆p⊠∂∆q,X) ,
est carte´sien pour tout p, q ≥ 0 tels que p + q ≥ n + 1.
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De´monstration. Pour commencer rappelons que si X est un ensemble bisimplicial arbitraire,
le carre´ (278) induit simplement une fonction :
(279) Hom∆̂×∆(∆p ⊠ ∆q,X)

Hom∆̂×∆(∂∆p ⊠ ∆q,X) ⨉ Hom∆̂×∆(∆p ⊠ ∂∆q,X)
Hom
∆̂×∆(∂∆p⊠∂∆q,X)
,
vers le produit fibre´ des fle`ches :
Hom
∆̂×∆(∆p⊠∂∆q,X)
(αp−1⊠id)∗

Hom
∆̂×∆(∂∆p⊠∆q,X) (id⊠αq−1)∗ // Hom∆̂×∆(∂∆p⊠∂∆q,X) .
Si par ailleurs on remarque que l’ensemble de de´part de la fonction (279) est isomorphe a` Xp,q,
ainsi que son ensemble d’arrive´ est isomorphe a` l’ensemble :
(280)
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
(a0, . . . , ap; b0, . . . , bq)
∈
p
∏
0
Xp−1,q ×
q
∏
0
Xp,q−1
RRRRRRRRRRRRRRRRRR
dhi ai′ = d
h
i′−1
ai, dvj bj′ = d
v
j′−1
bj
et dvjai = d
h
i bj ,
si 0 ≤ i < i′ ≤ p et 0 ≤ j < j′ ≤ q.
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎭
10;
on constat sans difficulte´ que la fonction (279) s’identifie a` l’association :
(281) Xp,q // L’ensemble (280)
a ↦ (dv0a, . . . , dvpa ; dh0a, . . . , dhqa ) .
Donc, le carre´ (278) est carte´sien si et seulement si la fonction (281) est bijective.
Pour montrer maintenant le Lemme, remarquons que si on de´compose le foncteur d’inclusion
canonique ∆ ×
≤n
∆
  µn // ∆ ×∆ comme ∆ ×
≤n
∆
  ρn // ∆≤n ×∆≤n
  νn×νn // ∆ ×∆ ; on ve´rifie
qu’un ensemble bisimplicial X est isomorphe a` un objet dans l’image de µn∗ ≅ (νn × νn)∗ ρn∗, si et
seulement si X ve´rifie aux proprie´te´s :
(A) X est isomorphe a` un objet dans l’image du foncteur (νn × νn)∗.
(B) L’ensemble bisimplicial tronque´ (νn × νn)∗X est isomorphe a` un objet dans l’image du
foncteur ρn∗.
En effet, cela provenant du fait que la counite´ de l’adjonction (νn × νn)∗ ⊣ (νn × νn)∗ est un
isomorphisme.
D’un autre coˆte´, on de´coule du Lemme 11.4.1 qu’un ensemble bisimplicialX satisfait la condition
(A), si et seulement si le carre´ (278) est carte´sien pour tout p, q ≥ 0 tel que max(p, q) ≥ n+1. Il suffit
alors de ve´rifier que X satisfait la condition (B), si et seulement si la fonction (281) est bijective
pour tous 0 ≤ p, q ≤ n tels que p + q ≥ n.
Conside´rons dans ce but la de´composition :
∆ ×
≤n
∆ = A0
  F1 // A1
  F2 // ⋯ 
 Fn // An = ∆≤n ×∆≤n,
10. Par de´finition Xp,−1 =X−1,q = ⋆ est l’ensemble a` un e´le´ment.
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de l’inclusion ∆ ×
≤n
∆
  ρn // ∆≤n ×∆≤n , ou` Ai note la sous-cate´gorie pleine de ∆≤n ×∆≤n, dont
les objets sont les couples ([p], [q]) tels que p + q ≤ n + i.
Pour chaque 1 ≤ i ≤ n, on peut de´crire une unite´ de l’adjonction Fi ∗ ⊣ F
∗
i de la fac¸on suivante :
Si A est une pre´faisceau d’ensembles sur Ai, on ve´rifie qu’a` isomorphisme pre`s :
Fi∗F
∗
i (A)p,q =
⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
Ap,q si p + q < n + i,
(280) si p + q = n + i.
Les morphismes faces et de´ge´ne´rescences pour p + q = n + i :
Ap−1,q
shi
// Fi∗F
∗
i (A)p,q ,
dvi

dhioo
Ap,q−1
svi
OO
sont de´finis par les re`gles :
ai (a0, . . . , ap; b0, . . . , bq)
❴
dvi

✤
dhioo et a ✤
shi // (a0, . . . , ap; shi dv0a, . . . , shi dvqa)
(svi dh0b, . . . , svi dhpb; b0, . . . , bq)
bi
b
❴
svi
OO
ou` ak =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
shi−1d
h
ka si 0 ≤ k ≤ i − 1
a si i ≤ k ≤ i + 1
shi d
h
k−1a si i + 2 ≤ k ≤ p
et bk =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
svi−1d
v
kb si 0 ≤ k ≤ i − 1
b si i ≤ k ≤ i + 1
svi d
v
k−1b si i + 2 ≤ k ≤ q.
Finalement, on de´finie le morphisme unite´ A // Fi∗F ∗i (A) , comme la fonction identite´ si
p + q < n + i et comme la fonction (281) si p + q = n + i. En particulier, A est isomorphe a` un objet
dans l’image du foncteur Fi, si et seulement si la fonction (281) est bijective, pour tous les couples(p, q) tels que p, q ≥ 0 et p + q = n + i.
Donc, X satisfait la condition (B), si et seulement si la fonction (281) est bijective pour tout
0 ≤ p, q ≤ n tel que p + q ≥ n. 
CHAPITRE 3
Le 2-groupe d’homotopie des espaces connexes
12. Le nerf des petites cate´gories
§12.1. Rappelons que le foncteur d’inclusion canonique ∆ // cat induit une adjonction :
(282) cat
N( ⋅ )
77
⊥ ∆̂ ,
P( ⋅ )
ww
ou` N( ⋅ ) est de´fini par la formule N(A)m = Homcat([m],A) et le foncteur P( ⋅ ) est une extension
de Kan a` gauche du foncteur ∆ // cat le long du plongement de Yoneda :
∆
  // ∆̂
[n] z→ ∆n .
On appelle N(A) l’nerf (ge´ome´trique) de la cate´gorie A et P(X) une cate´gorie des chemins de
l’ensemble simplicial X .
Si A est une petite cate´gorie l’ensemble simplicial tronque´ τ ∗2 (N(A)) admet la description qui
suit : Les ensembles N(A)0 et N(A)1 s’identifient aux ensembles des objets et des morphismes de
A respectivement. L’image d’un objet x de A par la fonction :
N(A)0 s0 // N(A)1
est le morphisme identite´ de x dans A. Les images d’un morphismes f de A par les fonctions :
N(A)1 d0 // N(A)0 et N(A)1 d1 // N(A)0
sont le but et la source de f respectivement. Finalement se donner un e´le´ment η de l’ensemble N(A)2
e´quivaut a` se donner trois morphismes de A dans un triangle commutatif :
A1
d0η
%%
A0
d2η
99
d1η
// A2 .
Montrons :
Lemme 12.1.1. Le nerf N(A) d’une petite cate´gorie A est un ensemble simplicial faiblement
1-cosquelettique (voir §11.1).
De´monstration. L’ensemble simplicial N(A) est 2-cosquelettique si la fonction :
Homcat([m + 1],A)
∏
s
δ∗s
// ∏
0≤s≤m+1
Homcat([m],A)
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est le noyau dans Ens de la double fle`che :
∏
0≤s≤q+1
Homcat([m],A)
∏
i<j
δ∗j−1○proji
//
∏
i<j
δ∗i ○projj
// ∏0≤i<j≤q+1
Homcat([m − 1],A) ,
pour toute petite cate´gorie A et tout entier m ≥ 2.
Montrons l’e´nonce´ e´quivalent :
Si q ≥ 2 le morphisme ⊔
0≤s≤q+1
[q] ⊔s δs // [q + 1] est le conoyau dans cat de la
double fle`che :
⊔
0≤i<j≤q+1
[q − 1]
⊔
i<j
inci ○ δj−1
//
⊔
i<j
incj ○ δi
// ⊔0≤s≤q+1
[q] .
Commenc¸ons pour ve´rifier que pour q ≥ 1 on a un carre´ carte´sien dans cat :
[q] δ0 // [q + 1]
[q − 1]
δq
OO
δ0
// [q]
δq+1
OO
Pour cela remarquons que se donner deux foncteurs [q] F // C et [q] G // C tels que F ○ δq =
G ○ δ0 e´quivaut a` se donner deux suites de morphismes dans C :
F = ( A0 f1 // ⋯⋯ fq // Aq ) et G = ( B0 g1 // ⋯⋯ gq // Bq )
telles que :
( A0 f1 // ⋯⋯ fq−1 // Aq−1 ) = F ○ δq = G ○ δ0 = ( B1 g2 // ⋯⋯ gq // Bq ).
Le seul foncteur [q + 1] H // C tel que H ○ δ0 = F et H ○ δq+1 = G est de´termine´ par la suite de
morphismes :
H =
⎛⎜⎜⎝
A0
f1 // ⋯⋯
fq−1 // Aq−1
fq // Aq
B0 g1
// B1 g2
// ⋯⋯
gq
// Bq
⎞⎟⎟⎠
.
Montrons maintenant que si C est une petite cate´gorie et { [q] Fs // C }
0≤s≤q+1
est une famille de
foncteurs ve´rifiant Fj ○ δi = Fi ○ δj−1 si 0 ≤ i < j ≤ q + 1 ; il existe un seul foncteur F ∶ [q + 1] // C
tel que F ○ δs = Fs pour 0 ≤ s ≤ q + 1. En effet, vu que par hypothe`se Fq+1 ○ δ0 = F0 ○ δq, on sait qu’il
existe un seul foncteur [q + 1] F // C tel que F ○ δ0 = F0 et F ○ δq+1 = Fq+1.
D’un autre coˆte´ on a que pour 0 ≤ j ≤ q :
F ○ δj ○ δq = F ○ δq+1 ○ δj = Fq+1 ○ δj = Fj ○ δq
et
F ○ δj ○ δ0 = F ○ δ0 ○ δj−1 = F0 ○ δj−1 = Fj ○ δ0 ;
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vu que q ≥ 2 on de´duit que F ○ δj = Fj .
Donc N(A) est un ensemble simplicial 2-cosquelettique. Finalement montrons que la fonction :
(283) Hom∆̂ (∆2,N (G)) // Hom ∆̂ (∂∆2,N (G))
induite du morphisme d’inclusion ∂∆2
  // ∆2 est injective, c’est-a`-dire que N(A) est un ensemble
simplicial faiblement 1-cosquelettique.
Pour cela notons que l’ensemble de de´part de la fonction (283) s’identifie a` l’ensemble des
triangles commutatifs de G :
(284)
A1
f0
%%
A0
f2
99
f1
// A2
et son ensemble d’arrive´e s’identifie a` l’ensemble des diagrammes de la meˆme forme mais pas
ne´cessairement commutatif. Vu que la fonction (283) oublie la commutativite´ du diagramme, elle
est injective. 
On de´duit :
Corollaire 12.1.2. Le foncteur nerf N∶ cat // ∆̂ est pleinement fide`le.
De´monstration. Le foncteur N est fide`le parce que si on se donne un foncteur F ∶ A // B
entre petites cate´gories, les fonctions N(F )0 et N(F )1 sont les fonction qui de´finissent F dans les
objets et les morphismes respectivement. Donc si N(F )0 = N(G)0 et N(F )1 = N(G)1 on de´duit que
F = G.
D’un autre si A et B sont des petites cate´gories et ϕ∶ N(A) // N(B) est un morphisme d’en-
sembles simpliciaux, on ve´rifie sans peine les fonctions ϕ0 et ϕ1 de´finissent un foncteur F ∶ A // B
tel que N(F )0 = ϕ0 et N(F )1 = ϕ1.
Il se suit que N(F ) = ϕ vu que N(B) est un ensemble simplicial faiblement 1-cosquelettique.
Donc le foncteur N est plein. 
Si A et B sont deux petites cate´gories, notons BA la cate´gorie des foncteurs de A vers B et ses
transformations naturelles. On ve´rifie sans peine qu’il y a des bijections naturelles :
Homcat(A × C,B) ≅ Homcat(C,BA) ,
pour des petites cate´gories A, B et C quelconques. Autrement dit la cate´gorie cat est une cate´gorie
carte´sienne ferme´e.
Vu que le foncteur nerf N∶ cat // ∆̂ est pleinement fide`le et commute aux produits finis on
de´duit des bijections naturelles :
N(BA)
n
= Homcat([n],BA) ≅ Homcat(A × [n],B)
≅ Hom ∆̂ (N(A) ×∆n,N(B)) = Hom ∆̂ (N(A),N(B))n ,
donc un isomorphisme naturel de foncteurs :
(285) N((⋅2)(⋅1)) +3 Hom∆̂ (N(⋅1),N(⋅2)) ∶ catop × cat // ∆̂ .
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§12.1.1. Posons Grpd pour noter la sous-cate´gorie pleine de cat dont les objets sont les grou-
po¨ıdes. Remarquons que Grpd est une sous-cate´gorie de cat stable par produits finis et objet de
morphismes HG , c’est-a`-dire Grpd est une sous-cate´gorie carte´sienne ferme´e de cat.
Montrons (voir les Corollaires 12.1.2 et 12.1.6) que le foncteur nerf N∶ cat // ∆̂ induit par
restriction une e´quivalence entre la cate´gorie carte´sienne ferme´e Grpd et la cate´gorie carte´sienne
ferme´e GrpdK1 des 1-groupo¨ıdes de Kan (voir le Lemme 11.2.3).
Rappelons par ailleurs :
Corollaire 12.1.3. Si G est un groupo¨ıde ( i.e. une petite cate´gorie dont toutes les fle`ches sont
des isomorphismes) l’ensemble simplicial faiblement 1-cosquelettique N(G) (voir le Lemme 12.1.1)
satisfait la condition d’extension de Kan en dimension 1 ≤ m ≤ 2 et satisfait la condition de mini-
malite´ en dimension 1, autrement dit N(G) est un 1-groupo¨ıde de Kan (voir le Corollaire 11.2.4).
En particulier, si G est un groupo¨ıde l’ensemble simplicial N(G) est un objet fibrant de la
cate´gorie de mode`les ( ∆̂ ,W1,mono,fib1) du The´ore`me 8.4.2 (voir le Corollaire 11.0.8) ; et si
G est un groupe (vu comme un groupo¨ıde avec un seul objet) l’ensemble simplicial N(G) est un objet
fibrant de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wred1 ,mono,fibred1 ) de la Proposition 10.1.2.
De´monstration. L’ensemble simplicial N(G) est faiblement 1-cosquelettique d’apre`s la Lemme
12.1.1. Pour montrer que N(G) satisfait en dimension 1 la condition d’extension de Kan et la condi-
tion de minimalite´, on simplement note que si on se donne dans le groupo¨ıde G deux des trois
morphismes d’un diagramme :
A1
f0
%%
A0
f2
99
f1
// A2 ,
alors il existe un seul morphisme qui le comple`te dans un triangle commutatif.
Ve´rifions que l’ensemble simplicial N(G) satisfait la condition d’extension de Kan en dimension
2, c’est-a`-dire que la fonction :
(286) Hom∆̂ (∆3,N(G)) // Hom ∆̂ (Λ3,k,N(G))
induite du morphisme d’inclusion Λ3,k
  // ∆3 est surjective pour tout 0 ≤ k ≤ 3.
En effet, l’ensemble de de´parte de la fonction (286) s’identifie a` l’ensemble des diagrammes de
G forme´s par quatre objets et six morphismes comme suit :
(287) X1


X0
OO
}}
// X3
X2
::
tels que les quatre faces de (287) soient de triangles commutatifs.
D’un autre l’ensemble d’arrive´e de (286) est e´gale a` l’ensemble des diagrammes de la meˆme
forme, mais ve´rifiant seulement que trois de ses faces soient de triangles commutatifs. On note sans
peine que cela suffit pour que la quatrie`me face soit aussi un triangle commutatif parce que les
fle`ches sont des isomorphismes. Donc la fonction (286) est bijective. 
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Si G est un groupo¨ıde rappelons que l’ensemble π0(G) des composantes connexes par arcs de G
est par de´finition l’ensemble des objets a` isomorphisme pre`s du groupo¨ıde G. Si a est un objet fixe´
de G le premier groupe d’homotopie de G base´ en a note´ π1(G, a) est par de´finition HomG(a, a), le
groupe des automorphismes de a dans G.
On de´finit sans peine des foncteurs :
(288) Grpd
π0( ⋅ ) // Ens et Grpd⋆
π1( ⋅ , ⋅ ) // Grp ,
ou` Grpd⋆ note la cate´gorie des groupo¨ıdes pointe´s.
Lemme 12.1.4. Ils existent des isomorphismes canoniques de foncteurs :
(289) π0
α0 +3 π0 ○N ∶ Grpd // Ens et π1
α1 +3 π1 ○N⋆ ∶ Grpd⋆ // Grp
ou` πi d’un ensemble simplicial (pointe´) X est par de´finition le i-e`me groupe d’homotopie de la
re´alisation ge´ome´trique de X (voir §8.4).
De´monstration. Si G est un groupo¨ıde les ensembles π0(G) et π0(N(G)) sont e´gaux a` l’en-
semble des objets de G soumis a` la relation d’e´quivalence qu’identifie deux objets s’il existe un
morphisme de G entre eux. On de´finit alors π0 α0 +3 π0 ○N comme la transformation naturelle iden-
tite´.
D’un autre d’apre`s le Corollaire 12.1.3 et les Propositions 8.6.1 et 8.6.2 on peut penser que le
foncteur π1 ○N⋆∶ Grpd⋆
// Grp est le foncteur de´fini dans un groupo¨ıde G muni d’un objet
distingue´ a par l’ensemble des morphismes HomG(a, a) dont le produit est de´fini par la re`gle :
f ⋆ g = g ○ f toujours que f, g ∈ HomG(a, a) .
On de´finit l’isomorphisme naturel α1∶ π1 +3 π1 ○N⋆ dans un groupo¨ıde G muni d’un objet
distingue´ a par la fonction :
π1(G, a) = HomG(a, a) α
1
(G,a) // HomG(a, a) = π1 ○N⋆(G, a)
f z→ f−1
.
Note que α1(G,a) est bien un morphisme de groupes parce que :
α1(G,a)( f ○ g ) = (f ○ g)−1 = g−1 ○ f−1 = α1(G,a)(g) ○ α1(G,a)(f) = α1(G,a)(f) ⋆α1(G,a)(g) .

Rappelons que la cate´gorie homotopique des groupo¨ıdes hGrpd est la cate´gorie dont les objets
sont les groupo¨ıdes et les morphismes sont les classes a` isomorphisme naturel pre`s des foncteurs
entre eux :
HomhGrpd(G,H) = π0(HG) .
Note que hGrpd est une cate´gorie carte´sienne ferme´e dont l’objet de morphismes est aussi le
groupo¨ıde des foncteurs GH. De plus le foncteur canonique Grpd // hGrpd respect les produits
finis.
Un foncteur F ∶ G // H entre groupo¨ıdes est dit une e´quivalence faible s’il ve´rifie une des
conditions e´quivalentes de l’e´nonce´ qui suit :
Corollaire 12.1.5. Si F ∶ G // H est un foncteur entre groupo¨ıdes, ils sont e´quivalents :
(i) π0(F ) et π1(F ) sont de fonctions bijectives.
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(ii) F est une e´quivalence de cate´gories i.e. F est un foncteur pleinement fide`le et essentiel-
lement surjectif.
(iii) L’image de F par le foncteur canonique Grpd // hGrpd est un isomorphisme de
hGrpd.
(iv) N(F ) est une 1-e´quivalence homotopique faible d’ensembles simpliciaux.
(v) N(F ) est une ∞-e´quivalence homotopique faible d’ensembles simpliciaux.
De´monstration. On montre (i)⇔(ii)⇔(iii) sans difficulte´.
D’un autre vu que les ensembles simpliciaux N(G) et N(H) sont des complexes de Kan dont les
groupes d’homotopie πi(N(G)) et πi(N(H)) sont nuls pour i ≥ 2 il se suit (iv)⇔(v).
Finalement (i)⇔(iv) d’apre`s les isomorphismes (289). 
Montrons l’e´nonce´ re´ciproque du Corollaire 12.1.3 (voir [Dus02]) :
Corollaire 12.1.6. Si W est un ensemble simplicial lequel est un 1-groupo¨ıde de Kan, alors
il existe un groupo¨ıde G et un isomorphisme d’ensembles simpliciaux N(G) ≅ W . Autrement dit,
un ensemble simplicial est un 1-groupo¨ıde de Kan si et seulement si il est isomorphe au nerf d’un
groupo¨ıde (voir le Corollaire 12.1.3).
De´monstration. Soit W un 1-groupo¨ıde de Kan. On de´finit le groupo¨ıde G muni de l’isomor-
phisme de´sire´ N(G) ≅ W comme suit : L’ensemble des objets (resp. des morphismes) de G est e´gale a`
l’ensemble des 0-simplexes (resp. des 1-simplexes) deW . Si f est un morphisme de G, la source (resp.
le but) de f est l’objet d1(f) (resp. d0(f)). En particulier l’ensemble Hom ∆̂ (Λ2,1,W ) s’identifie a`
l’ensemble des couples des morphismes composables de G i.e. des couples (f, g) de 1-simplexes de
W telles que d0(f) = d1(g).
On de´finit une loi de composition de G par le compose´ :
Hom ∆̂ (Λ2,1,W ) (α
1,1
W
)−1
// Hom∆̂ (∆2,W ) δ
∗
1 // Hom∆̂ (∆1,W ) .
Autrement dit, si f, g sont des morphismes composables de G alors g ○f est e´gale au morphisme
d1(η), ou` η est le seul 2-simplexe de W tel que d2(η) = f et d0(η) = g.
Montrons d’abord que G ainsi de´fini est effectivement une cate´gorie : Si f est un morphisme de
G de source d1(f) et but d0(f), on a dans G que :
f ○ (s0(d1f)) = f et (s0(d0f)) ○ f = f ;
en effet s0(f) et s1(f) sont de 2-simplexes de W tels que :
d0(s0(f)) = f , d1(s0(f)) = f et d2(s0(f)) = s0(d1(f)) ,
d0(s1(f)) = s0(d0(f)) , d1(s1(f)) = f et d2(s1(f)) = f .
Autrement dit, si a est un objet de G le morphisme s0(a) est l’identite´ de a dans G.
Soient maintenant f , g et h trois morphismes de G composables :
a
f // b
g // c
h // d ;
c’est-a`-dire, f, g, h sont des 1-simplexes de W tels que d0(f) = d1(g) et d0(g) = d1(h).
Pour montrer que h ○ (g ○ f) = (h ○ g) ○ f conside´rons les seuls 2-simplexes η0, η2 et η3 de W
ve´rifiant les proprie´te´s.
d0(η0) =h d2(η0) = g
d0(η2) =h ○ g d2(η2) = f
d0(η3) =g d2(η3) = f ;
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cela e´tant possible parce que d1(h) = d0(g) et d1(h ○ g) = d1(g) = d0(f).
Vu que la fonction induite de l’inclusion Λ3,1 // ∆3 :
Hom∆̂ (∆3,W ) // Hom ∆̂ (Λ3,1,W )
est bijective et parce qu’on a les e´galite´s :
d0(η2) = h ○ g = d1(η0) , d0(η3) = g = d2(η0) et d2(η3) = f = d2(η2) ;
il existe un seul 3-simplexe ξ de W tel que d0(ξ) = η0, d2(ξ) = η2 et d3(ξ) = η3. En particulier :
h ○ (g ○ f) = (d0η0) ○ (d1η3) = (d0d0ξ) ○ (d1d3ξ)
= (d0d1ξ) ○ (d2d1ξ) = d1d1ξ = d1d2ξ = d1η2 = (h ○ g) ○ f .
Donc G est bien une cate´gorie.
Remarquons d’un autre coˆte´ que si 0 ≤ k ≤ 2, la fonction induite de l’inclusion Λ2,k // ∆2 :
Hom ∆̂ (∆2,W ) // Hom ∆̂ (Λ2,k,W )
est bijective par hypothe`se. En particulier, si f est un morphisme quelconque de G il existent de
2-simplexes η1 et η2 de W tels que :
d1(η1) = s0(d1f) , d2(η1) = f ,
d0(η2) = f et d1(η2) = s0(d0f) ,
Autrement dit, on a que (d0η1) ○ f = s0(d1f) et f ○ (d2η2) = s0(d0f) ; c’est-a`-dire f est un
isomorphisme de G. Donc G est un groupo¨ıde.
Enfin, remarquons que l’isomorphisme d’ensembles simpliciaux tronque´sϕ●∶ τ
∗
2 W
≅ // τ ∗2 ○N(G)
de´fini par les re`gles : ϕi = idWi si 0 ≤ i ≤ 1 et ϕ2 est le isomorphisme compose´ :
W2 ≅ Hom∆̂ (∆2,W ) (d2,d0) // Hom∆̂ (Λ2,1,W ) = N(G)2 ,
induit un isomorphisme d’ensembles simpliciaux N(G) ≅ csq2(N(G)) ≅ csq2(W ) ≅ W . 
Il se suit des Corollaires 12.1.2 et 12.1.6 que le foncteur nerf N∶ cat // ∆̂ induit par restric-
tion une e´quivalence entre la cate´gorie carte´sienne ferme´e Grpd et la cate´gorie carte´sienne ferme´e
GrpdK1 des 1-groupo¨ıdes de Kan (voir le Lemme 11.2.3). Plus encore d’apre`s le Corollaire 11.2.8 et
les isomorphismes (285) et (289) le foncteur nerf de´termine aussi une e´quivalence entre la cate´gorie
carte´sienne ferme´es hGrpd (la cate´gorie homotopique des groupo¨ıdes) et la cate´gorie carte´sienne
ferme´e des 1-types d’homotopie Ho1( ∆̂ ) (la cate´gorie homotopique des 1-groupo¨ıdes de Kan).
§12.1.2. Posons Grp pour noter la cate´gorie des groupes et les morphismes de groupes. Re-
marquons que d’apre`s les Corollaires 12.1.2 et 12.1.6 le foncteur nerf N∶ cat // ∆̂ induit par
restriction une e´quivalence entre la cate´gorie Grp des groupes et GrpK1 la sous-cate´gorie de ∆̂ 0
dont les objets sont les 1-groupo¨ıdes de Kan re´duits i.e. les 1-groupes de Kan.
Plus encore dans ce cas l’isomorphisme α1 de (289) nous fourni d’un isomorphisme naturel :
G
αG
≅
// π1(N(G)) pour tout groupe G ;
autrement dit la restriction du premier groupe d’homotopie des ensembles simpliciaux pointe´s aux
1-groupes de Kan re´duits est un inverse a` isomorphisme pre`s de la restriction du foncteur nerf aux
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groupes :
(290) Grp ≃
N
99
π1
yy
GrpK1 .
En particulier on a une e´quivalence entre la cate´gories des groupes Grp et la cate´gorie homo-
topique des 1-groupes Ho1( ∆̂ 0) :
(291) Grp ≃
N
99
π1
yy
Ho1( ∆̂ 0) .
(voir le Corollaire 11.2.11).
Montrons :
Corollaire 12.1.7. Le foncteur restriction du foncteur premier groupe d’homotopie des en-
sembles simpliciaux pointe´s aux ensembles simpliciaux re´duits est un adjoint a` gauche du foncteur
nerf pour les groupes :
Grp ⊥
N
99
π1
yy
∆̂ 0 ,
De´monstration. Si G est un groupe et X est un ensemble simplicial re´duit on a des isomor-
phismes naturels :
(292) π0(Hom∆̂ 0(X,N(G))) ≅ Hom ∆̂ 0(X,N(G)) ,
(293) π0(Hom∆̂ 0(X,N(G))) ≅ [X,N(G)]red1
(294) et HomGrp(π1(X),G) ≅ [X,N(G)]red1
ou` [ ⋅ , ⋅ ]red
1
note l’ensemble des morphismes de la cate´gorie Ho1( ∆̂ 0) = ∆̂ 0[(Wred1 )−1] des 1-types
d’homotopie re´duits.
En effet (292) se suit du Lemme 11.2.12 parce que N(G) est un 1-groupe de Kan, (293) se suit
du fait que N(G) soit un objet fibrant de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wred1 ,mono,fibred1 ) et (294)
est une conse´quence de l’e´quivalence de cate´gories (291).
Donc on a des isomorphismes naturels :
HomGrp(π1(X),G) ≅ Hom ∆̂ 0(X,N(G)) .

Rappelons pour conclure que l’enrichissement HomGrp de la cate´gorie des groupes Grp dans la
cate´gorie des ensembles Ens est tensore´ et cotensore´, c’est-a`-dire si G et H sont de groupes on a de
foncteurs adjoints :
Grp ⊥
HomGrp(G, ⋅ )
99
G⊗ ⋅
yy
Ens et Grpop ⊥
HomGrp( ⋅ ,H)
99
H ⋅
yy
Ens
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En effet si A est un ensemble HA est le groupe des fonctions HomEns(A,H) dont le produit est
de´fini argument par argument et G⊗A est le sous-groupe de HA des fonctions a` support fini :
G⊗A = {σ∶ A // G ∣σ(a) = eG pour tout a ∈ A sauf pour un nombre fini } .
§12.2. Soit X un ensemble simplicial re´duit et G un groupe. Une fonction additive de X a`
valeurs dans G est une fonction de l’ensemble des 1-simplexes de X vers l’ensemble sous-jacent a`
G :
X1
D // G
ve´rifiant les proprie´te´s :
(i) D(s0⋆) = eG, ou` ⋆ est le seul 0-simplexe de X et eG est l’e´le´ment neutre de G.
(ii) Si α ∈X2 on a que D(d1 α) =D(d2 α) ⋅ D(d0 α) dans G.
On pose addX(G) pour noter l’ensemble des fonctions additives de X a` valeurs dans G. Si Grp
note la cate´gorie des groupes et les morphismes de groupes, on a un foncteur :
(295) ∆̂
op
0 × Grp
det // Ens ,
(X,G) z→ addX(G)
de´fini dans un morphisme d’ensembles simpliciaux re´duits f ∶ Y // X et un morphisme de groupes
ϕ∶ G // H par la fonction :
addX(G) addF (ϕ) // addY (H)
D z→ ϕ ○D ○ F1
Note que la fonction addF (ϕ) est bien de´finie parce que :
(ϕ ○D ○ F1)(s0⋆) = ϕ(D(s0 F0(⋆))) = ϕ(D(s0⋆)) = ϕ(eG) = eH ,
et pour tout β ∈ Y2 on a :
(ϕ ○D ○ F1)(d1 β) =ϕ(D(d1 (F2β)))
=ϕ(D(d2 (F2β)) ⋅ D(d0 (F2β)))
=ϕ(D(d2 (F2β))) ⋅ ϕ(D(d0 (F2β)))
= (ϕ ○D ○ F1)(d2 β) ⋅ (ϕ ○D ○ F1)(d0 β) .
Lemme 12.2.1. Les foncteurs add●1( ●2 ) et Hom∆̂ 0(●1 , N(●2) ) de source la cate´gorie produit
∆̂
op
0 ×Grp et but la cate´gorie des ensembles Ens sont naturellement isomorphes.
De´monstration. Remarquons que si G est un groupe et X est un ensemble simplicial re´duit,
la fonction naturelle :
(296) Hom∆̂ 0(X,N(G)) // addX(G)
f● z→ f1
est bien de´finie : En effet si f ∶ X // N(G) est un morphisme d’ensembles simpliciaux, on a d’un
coˆte´ que f1(s0⋆) = s0(f0⋆) = s0(⋆) = eG. D’un autre si α ∈ X2 on a que f2(α) est un 2-simplexe du
nerf de G tel que di ○ f2(α) = f1 ○ di(α), autrement dit on a que f1(d1 α) = f1(d2 α) ⋅ f1(d0 α) dans
G.
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D’apre`s le Lemme 12.1.1 l’ensemble simplicial N(G) est 2-cosquelettique, donc pour montrer
que la fonction (296) est bijective il suffit de ve´rifier que la fonction :
(297) Hom∆̂ ≤2(τ∗2 (X), τ∗2 (N(G))) // addX(G)
f● z→ f1
est bijective ou` τ∗2 ∶ ∆̂
// ∆̂ ≤2 est le foncteur de troncation.
La fonction (297) est injective :
Soient f, g∶ τ∗2 (X) // τ∗2 (N(G)) deux morphismes d’ensembles simpliciaux tronque´s tels que
f1(a) = g1(a) pour tout a ∈ X1.
On a carre´ment que f0 = g0. D’un autre vu que N(G) est un ensemble simplicial faiblement 1-
cosquelettique et di(f2(α)) = f1(di(α)) = g1(di(α)) = di(g2(α)) si α ∈ X2 il se suit que f2(α) = g2(α)
pour tout α ∈X2.
La fonction (297) est surjective :
Si D∶ X1 // G est un 0-de´terminant de X a` valeurs dans G, on de´finit un morphisme d’en-
sembles simpliciaux tronque´s fD∶ τ∗2 (X) // τ∗2 (N(G)) comme suit : fD0 (⋆) = ⋆ si X0 = {⋆} et
fD1 (a) = D(a) si a ∈ X1. D’un autre, si α ∈ X2 vu que par hypothe`se D(d1α) = D(d2α) ⋅ D(d0α)
on sait qu’il existe un seul 2-simplexe η du nerf de G tel que di(η) = D(diα) ; on pose fD2 (α) = η
c’est-a`-dire fD2 (α) est le seul 2-simplexe de G tel que di(fD2 (α)) =D(diα) = fD1 (diα).
Ve´rifions que fD est un morphisme d’ensembles simpliciaux tronque´s. Par ailleurs :
fD0 (dia) = fD0 (⋆) = ⋆ = di(fD1 a) si a ∈ X1 , fD1 (s0⋆) =D(s0⋆) = eG = s0(⋆) = s0(fD0 ⋆) ,
et fD1 (diα) =D(diα) = di(fD2 α) si α ∈ X2 .
En plus si a ∈X1 on a que f
D
2 (sja) = sj(fD1 a) parce que di(fD2 (sja)) = di(sj(fD1 a)), en effet :
di(fD2 (sja)) =D(di(sja)) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
D(sj−1di a) = eG si i < j
D(a) si j ≤ i ≤ j + 1
D(sjdi−1 a) = eG si j + 1 < i
di(sj(fD1 a)) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
sj−1di(Da) = eG si i < j
D(a) si j ≤ i ≤ j + 1
sjdi−1(Da) = eG si j + 1 < i .
Donc fD ∶ τ∗2 (X) // τ∗2 (N(G)) est bien un morphisme tel que fD1 =D. 
Montrons finalement :
Corollaire 12.2.2. Si G est un groupe et X est un ensemble simplicial re´duit les foncteurs :
∆̂
op
0
add●(G) // Ens et Grp
addX( ● ) // Ens
sont repre´sentables par N(G) et π1(X) respectivement.
De plus si f ∶ X // Y est une 1-e´quivalence faible des ensembles simpliciaux re´duits, la fonc-
tion induite :
addY (G) addf(G)// addX(G)
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est bijective et le foncteur induit :
Ho1( ∆̂ 0)op = ∆̂ 0[(Wred1 )−1]op hadd●(G) // Ens
est repre´sentable aussi par l’ensemble simplicial re´duit N(G).
De´monstration. On de´duit du Corollaire 12.1.7 et du Lemme 12.2.1 que si G est un groupe
et X un ensemble simplicial re´duit les foncteurs :
∆̂
op
0
add●(G) // Ens et Grp
addX( ● ) // Ens
sont repre´sentables par N(G) et π1(X) respectivement.
D’un autre il se suit des Corollaires 12.1.3 et 12.1.7 et du Lemme 11.2.12 que si f ∶ X // Y
est une 1-e´quivalence faible des ensembles simpliciaux re´duits la fonction induite :
addY (G) // addX(G)
est bijective.

13. La cate´gorie des 2-groupes
§13.1. Rappelons qu’une cate´gorie mono¨ıdale (voir par exemple [Lan98]) est la donne´e d’une
cate´gorieM, un foncteur M ×M
⊗ //M , un objet distingue´ 1 et d’isomorphismes naturels :
(298) (X ⊗ Y )⊗Z aX,Y,Z // X ⊗ (Y ⊗Z) , X lX // 1⊗X et X rX // X ⊗ 1 ;
tels que les diagrammes suivants soient commutatifs :
(299)
((W⊗X)⊗Y )⊗Z aW⊗X,Y,Z //
aX,Y,Z⊗Z

(W⊗X)⊗(Y⊗Z)
aW,X,Y ⊗Z // W⊗(X⊗(Y ⊗Z))
(W⊗(X⊗Y ))⊗Z
aW,X⊗Y,Z
// W⊗((X⊗Y )⊗Z)
W⊗aX,Y,Z
OO
(300) et
(X⊗1)⊗Y
aX,1,Y // X⊗(1⊗Y )
X⊗Y
X⊗lY
99
rX⊗Y
ee
pour X , Y , Z et W des objets quelconques de M.
On ve´rifie :
Lemme 13.1.1. Si A et B sont des objets d’une cate´gorie mono¨ıdale quelconque, les triangles :
(A⊗B)⊗ 1 aA,B,1 // A⊗ (B ⊗ 1)
A⊗B
rA⊗B
bb
A⊗rB
<<
et
A⊗B
ℓA⊗B
""
ℓA⊗B
||(1⊗A)⊗B
a1,A,B
// 1⊗ (A⊗B)
sont des diagrammes commutatifs. Plus encore on a que ℓ1 = r1.
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E´tant donne´es deux cate´gories mono¨ıdales M et N , on de´finit un foncteur mono¨ıdal lax et
unitaire de M vers N (resp. foncteur mono¨ıdal fort et unitaire), comme la donne´e d’un foncteur
M
F // N tel que F (1M) = 1N et des morphismes naturels (resp. isomorphismes naturels) :
(301) F (X)⊗F (Y ) mX,Y // F (X ⊗ Y ) ,
tels que les diagrammes suivants soient commutatifs :
(302)
F((X⊗Y )⊗Z)
FaX,Y,Z

F (X⊗Y )⊗FZ
mX⊗Y,Zoo (FX⊗FY )⊗FZ
aFX,FY,FZ

mX,Y ⊗FZoo
F(X⊗(Y ⊗Z)) FX⊗F (Y ⊗Z)
mX,Y ⊗Z
oo FX⊗(FY ⊗FZ)
FX⊗mY,Z
oo
et
(303)
1⊗FX
m1,X

FX⊗1
mX,1

FX
lFX
ee
rFX
99
FrX %%FlXyy
F (1⊗X) F (X⊗1)
Les cate´gories mono¨ıdales et les foncteurs mono¨ıdaux lax et unitaires (resp. foncteurs mono¨ıdaux
forts et unitaires) forment une cate´gorie pointe´e cat⊗lax,∗ (resp. cat
⊗
fort,∗) dont la composition est
de´finie comme suit : Si M
(F,mF ) //M′ et M′
(G,mG) //M′′ sont de foncteur mono¨ıdaux forts et
unitaires (resp. foncteurs mono¨ıdaux forts et unitaires) le compose´ M
(G○F,mG○F ) //M′′ est constitue´
du foncteur G ○ F et de la transformation naturelle mG○F de´finie dans des objets X et Y de G par
l’isomorphisme :
G ○ F (X)⊗G ○ F (Y )
mGFX,FY
//
mG○FX,Y
,,
G(F (X)⊗F (Y ))
G(mFX,Y )
// G ○ F (X ⊗ Y ) .
Remarquons finalement qu’on a une 2-cate´gorie cat⊗lax,∗ (resp. cat
⊗
fort,∗) dont la cate´gorie sous-
jacente est cat⊗lax,∗ (resp. cat
⊗
fort,∗) et les 2-fle`ches sont les transformations de´finies comme suit : Si
M
(F,mF )// N et M
(G,mG)// N sont de foncteur mono¨ıdaux forts et unitaires, une transformation
de (F,mF ) vers (G,mG) est la donne´e d’une transformation naturelle de foncteurs M
F
''
G
77 η N
telle que η1M = id1N (rappelons que F1M = 1N = G1M) et telle que le diagramme suivant soit
commutatif :
(304)
FX⊗FY
mFX,Y

ηX⊗ηY // GX⊗GY
mGX,Y

F (X⊗Y )
ηX⊗Y
// G(X⊗Y )
.
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Dans l’e´nonce´ qui suit on montre que le 2-foncteur d’oubli :
cat⊗lax,∗
// cat (resp. cat⊗fort,∗ // cat )
refle`te les e´quivalences internes et les isomorphismes.
Lemme 13.1.2. Si M
F //M′ est un morphisme mono¨ıdal lax et unitaire (resp. morphisme
mono¨ıdal fort et unitaire) entre cate´gories mono¨ıdales dont le foncteur sous-jacent est pleinement
fide`le et essentiellement surjectif, alors il existe un morphisme mono¨ıdal lax et unitaire (resp. mor-
phisme mono¨ıdal fort et unitaire) M′
G //M et de transformations :
F ○ G
α +3 idM′ et G ○ F
β +3 idM
telles que les morphismes αA et βX sont des isomorphismes pour tous les objets A et X.
Plus encore, si on suppose que F est pleinement fide`le et bijectif sur les objets alors il existe un
morphisme mono¨ıdal lax et unitaire (resp. morphisme mono¨ıdal fort et unitaire) G′
G // G tel que
G ○ F = idM et F ○G = idM′ .
De´monstration. Supposons que M
F // GM′ est un morphisme mono¨ıdal lax et unitaire
(resp. morphisme mono¨ıdal fort et unitaire) entre cate´gories mono¨ıdales tel que le foncteur sous-
jacent a` F soit pleinement fide`le et essentiellement surjectif. On va construit un morphisme mono¨ıdal
lax et unitaire (resp. morphisme mono¨ıdal fort et unitaire) M′
G //M ainsi qu’une transformation
F ○ G
α +3 idG′ de la fac¸on suivante :
E´tant donne´ un objet A de M′ choisissons un objet G(A) de M, tel que F (GA) et A soient
isomorphes dans M′ (F est essentiellement surjectif). On peut alors choisir aussi un isomorphisme
αA∶ FG(A) // A de M′ et supposer de plus que G(1) = 1 et α1 = id1. Si f ∶ A // B est un
morphisme de M′, on de´finit G(f)∶ G(A) // G(B) comme le seul morphisme de M tel que
αB ○ FG(f) = f ○ αA. On ve´rifie sans peine qu’on obtient ainsi un foncteur M′ G //M entre
les cate´gories sous-jacents aux cate´gories mono¨ıdales et un isomorphisme naturelle de foncteurs
M′
FG ))
id
66 α M
′ , tel que G(1) = 1 et α1 = id1.
Comple´tons le foncteur M′
G //M a` un morphisme mono¨ıdal lax et unitaire (resp. morphisme
mono¨ıdal fort et unitaire) comme suit : Si A et B sont des objets de M′ on pose :
G(A)⊗G(B) mGA,B // G(A⊗B)
pour noter le seul morphisme (resp. isomorphisme) de M tel que le diagramme :
(305) FG(A)⊗FG(B) mFGA,GB //
αA⊗αB

F (G(A)⊗G(B)) F (mGA,B) // F (G(A⊗B))
αA⊗B

A⊗B A⊗B
soit commutatif. En particulier M′
FG ))
id
66 α M
′ serait une transformation entre morphisme de
cate´gories mono¨ıdales si G e´tait un morphisme mono¨ıdal.
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Montrons que M′
G //M est effectivement un morphisme mono¨ıdal, c’est-a`-dire montrons que
les diagrammes qui suivent sont commutatifs :
(306)
G((A⊗B)⊗C)
GaA,B,C

G(A⊗B)⊗GC
mGA⊗B,Coo (GA⊗GB)⊗GC
aGA,GB,GC

mGA,B⊗GCoo
G(A⊗(B⊗C)) GA⊗G(B⊗C)
mGA,B⊗C
oo GA⊗(GB⊗GC)
GA⊗mGB,C
oo
et
(307)
1⊗GX
mG
1,X

GX⊗1
mGX,1

GX
lGX
ff
rGX
88
GrX &&GlXxx
G(1⊗X) G(X⊗1)
De fac¸on e´quivalente montrons que les images par le foncteur fide`le F des diagrammes (306) et
(307) sont commutatifs. Pour commencer, on montrer que les triangles F (307) sont commutatifs en
conside´rant les diagrammes commutatifs :
FG(X) lFGX //
αX

F (lGX)
++
1⊗ FG(X) mF1,GX //
1⊗αX

F (1⊗GX) F (mG1,X) // FG(1⊗X)
α1,X

X
lX
// 1⊗X
id
// 1⊗X
et
FG(X) rFGX //
αX

F (rGX)
++
FG(X)⊗ 1 mFGX,1 //
αX⊗1

F (GX ⊗ 1) F (mGX,1) // FG(X ⊗ 1)
αX⊗1

X
rX
// X ⊗ 1
id
// X ⊗ 1
et en se rappelant que :
FG(X) FG(lX) //
αX

FG(1⊗X)
α1⊗X

X
lX
// 1⊗X
et
FG(X) FG(rX) //
αX

FG(X ⊗ 1)
αX⊗1

X
rX
// X ⊗ 1
sont de diagrammes commutatifs parce que α est une transformation naturelle.
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D’autre part, on ve´rifie que F (306) est commutatif en l’inse´rant comme une face d’un cube,
dont les autres faces sont les diagrammes commutatifs qui suit :
FG((A⊗B)⊗C)
α(A⊗B)⊗C

F(G(A⊗B)⊗GC)F (mGA⊗B,C)oo F((GA⊗GB)⊗GC)F (mGA,B⊗GC)oo
(A⊗B)⊗C FG(A⊗B)⊗FGC
mFG(A⊗B),GC
OO
αA⊗B⊗αCoo
αA⊗B⊗FGC

F (GA⊗GB)⊗FGCF (mGA,B)⊗FGCoo
mFGA⊗GB,GC
OO
(A⊗B)⊗C (A⊗B)⊗FGC
(A⊗B)⊗αC
oo (FGA⊗FGB)⊗FGC
mFGA,GB⊗FGC
OO
(αA⊗αB)⊗FGC
oo
,
FG(A⊗(B⊗C))
αA⊗(B⊗C)

F(G(A)⊗G(B⊗C))F (mGA,B⊗C)oo F(GA⊗(GB⊗GC))F (GA⊗mGB,C)oo
A⊗(B⊗C) FGA⊗FG(B⊗C)
mFGA,G(B⊗C)
OO
αA⊗αB⊗Coo
FGA⊗αB⊗C

FG(A)⊗F (GB⊗GC)FGA⊗F (mGB,C)oo
mFGA,GB⊗GC
OO
A⊗(B⊗C) FGA⊗(B⊗C)
αA⊗(B⊗C)
oo FGA⊗(FGB⊗FGC) ,
FGA⊗(αB⊗αA)
oo
FGA⊗mFGB,GC
OO
,
(A⊗B)⊗C
aA,B,C

(A⊗B)⊗C
aA,B,C

FG((A⊗B)⊗C)α(A⊗B)⊗Coo
F (aA,B,C)

A⊗(B⊗C) A⊗(B⊗C) FG(A⊗(B⊗C))
αA⊗(B⊗C)
oo
,
(FGA⊗FGB)⊗FGC
aFGA,FGB,FGC

mFGA,GB⊗FGC// F (GA⊗GB)⊗FGC
mFGA⊗GB,GC // F((GA⊗GB)⊗GC)
F (aGA,GB,GC)

FGA⊗(FGB⊗FGC)
FGA⊗mFGB,GC
// FGA⊗F (GB⊗GC)
mFGA,GB⊗GC
// F(GA⊗(GB⊗GC))
et
(A⊗B)⊗C
aA,B,C

(A⊗B)⊗FGC
(A⊗B)⊗αCoo (FGA⊗FGB)⊗FGC
(αA⊗αB)⊗FGCoo
aFGA,FGB,FGC

A⊗(B⊗C) FGA⊗(B⊗C)
αA⊗(B⊗C)
oo FGA⊗(FGB⊗FGC)
FGA⊗(αB⊗αA)
oo
.
Il manque juste de construire une transformation G ○ F
β +3 idM . On ve´rifie sans peine que
si on pose GF (X) βX // X pour noter le seul morphisme tel que F (βX) = αFX , alors βX est un
isomorphisme de la cate´gorie mono¨ıdale M et la famille β = {βX}X est bien une transformation
entre morphismes mono¨ıdaux.
Remarquons finalement que si F e´tait un foncteur bijectif sur les objets, dans la construction
du foncteur G ci-dessus on peut choisir pour tout objet A deM′ un (seul) objet G(A) de G tel que
F (GA) = A. En imposant aussi que αA = idA on de´duit que G ve´rifie F ○G = id et G ○ F = id. 
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§13.2. E´tant donne´ une cate´gorie mono¨ıdaleM, si X est un objet de M fixe´ on montre sans
peine que les conditions suivantes sont e´quivalentes :
(i) Les foncteurs :
M
X⊗− //M et M
−⊗X //M .
sont des e´quivalences de cate´gories.
(ii) Ils existent des objets X ′ et X ′′ de M, et d’isomorphismes dans M :
X ⊗X ′
αX
≅
// 1 X ′′ ⊗X .
βX
≅
oo
Un objet X d’une cate´gorie mono¨ıdaleM qui satisfait a` une de ceux deux conditions est appele´
inversible. Un 2-groupe (non commutatif ) est une cate´gorie mono¨ıdale dont la cate´gorie sous-jacente
est un groupo¨ıde et tous ses objets sont inversibles. Un 2-groupe est dit aussi une cate´gorie de Picard
non commutatif.
Notons 2-Grp la cate´gorie des 2-groupes (resp. la 2-cate´gorie des 2-groupes 2-Grp) c’est-a`-dire
la sous-cate´gorie pleine de cat⊗lax,∗ (resp. la sous-2-cate´gorie pleine de cat⊗lax,∗) dont les objets sont
les 2-groupes.
Montrons :
Lemme 13.2.1. SiM est une cate´gorie mono¨ıdale dont la cate´gorie sous-jacente est un groupo¨ıde,
alors M est un 2-groupe si et seulement s’ils existent de foncteurs M
ιd //M et M
ιg //M et
pour chaque objet X de M d’isomorphismes :
X ⊗ ιd(X) αX
≅
// 1 ιg(X)⊗XβX
≅
oo ,
tels que si f ∶ X // Y est un morphisme de M on a des carre´s commutatifs :
X ⊗ ιd(X) αX //
f⊗ιd(f)

1
id1

ιg(X)⊗XβXoo
ιg(f)⊗f

Y ⊗ ιd(Y )
αY
// 1 ιg(Y )⊗ Y
βY
oo
De´monstration. S’ils existent de foncteurs M
ιd //M et M
ιg //M et d’isomorphismes
X ⊗ ιd(X) αX // 1 ιg(X)⊗XβXoo il est clair que tous les objets de M sont inversibles, c’est-
a`-direM est un 2-groupe.
Montrons que si M est un 2-groupe alors il existe un foncteur M
ιd //M et pour chaque
objet X de M un isomorphisme X ⊗ ιd(X) αX // 1 tel que pour tout morphisme f ∶ X // Y de
M :
X ⊗ ιd(X)
f⊗ιd(f)

αX

1
Y ⊗ ιd(Y ) αY
@@
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soit un triangle commutatif. On ve´rifie de fac¸on analogue l’existence du foncteur M
ιg //M et de
l’isomorphisme ιg(X)⊗X βX // 1 avec la proprie´te´ de´sire´e.
Choisissons pour chaque objet X deM un objet ιd(X) et un isomorphisme X ⊗ ιd(X) αX // 1 .
Si X
f // Y est un morphisme de M, vu que le foncteur M
Y ⊗− //M est une e´quivalence de
cate´gories et M est un groupo¨ıde, il existe un seul morphisme ιd(X) ιd(f) // ιd(Y ) de M tel que le
carre´ suivant est commutatif :
Y ⊗ ιd(X)
Y ⊗ιd(f)

X ⊗ ιd(X)f⊗ιd(X)oo
αX

Y ⊗ ιd(Y )
αY
// 1
Vu que dans M on a un diagramme commutatif :
X ⊗ ιd(X)
f⊗ιd(f)
))
f⊗ιd(X) //
X⊗ιd(f)

Y ⊗ ιd(X)
Y ⊗ιd(f)

X ⊗ ιd(Y )
f⊗ιd(Y )
// Y ⊗ ιd(Y )
associe´ aux morphismes X
f // Y et ιd(X) ιd(f) // ιd(Y ) ; le morphisme ιd(X) ιd(f) // ιd(Y ) est
aussi le seul morphisme de M tel que le carre´ suivant est commutatif :
X ⊗ ιd(X) αX //
X⊗ιd(f)

1
X ⊗ ιd(Y )
f⊗ιd(Y )
// Y ⊗ ιd(Y )
αY
OO
ou encore mieux le seul morphisme tel que le triangle suivant est commutatif :
X ⊗ ιd(X)
f⊗ιd(f)

αX

1
Y ⊗ ιd(Y ) αY
@@
On de´duit de cette dernie`re caracte´risation que f ↦ ιd(f) de´termine un foncteur M ιd //M .

Si G est un 2-groupe on pose π0(G) pour noter l’ensemble des composantes connexes par arcs
du groupo¨ıde G i.e. l’ensemble des objets a` isomorphisme pre`s de G. On ve´rifie que π0(G) est un
ensemble muni d’une loi de composition induite par le foncteur ⊗ tel que π0(G) est un groupe (tout
objet de G est inversible) dont l’e´le´ment neutre est la classe de l’objet 1. On appelle π0(G) le groupe de
composantes connexes par arcs du 2-groupe G. Du meˆme, notons π1(G) le groupe d’automorphismes
HomG(1,1). Le groupe π1(G) est dit le groupe fondamental du 2-groupe G.
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Lemme 13.2.2. Le groupe fondamental π1(G) d’un 2-groupe G est un groupe commutatif.
De´monstration. Si f, g∶ 1 // 1 sont des morphismes d’un 2-groupe G on a un diagramme
commutatif :
1⊗ 1
1⊗g

f⊗g
%%
f⊗1 // 1⊗ 1
1⊗g

1⊗ 1
f⊗1
// 1⊗ 1
D’un autre on a aussi les diagrammes commutatifs :
1⊗ 1
f⊗1 // 1⊗ 1
1⊗g // 1⊗ 1
1
r1
OO
f
// 1
r1=ℓ1
OO
g
// 1
ℓ1
OO
et
1⊗ 1
1⊗g // 1⊗ 1
f⊗1 // 1⊗ 1
1
ℓ1
OO
g
// 1
ℓ1=r1
OO
f
// 1
r1
OO
Donc g ○ f = ℓ−11 ○ (1⊗g) ○ (f⊗1) ○ r1 = r−11 ○ (f ⊗g) ○ ℓ1 = r−11 ○ (f ⊗1) ○ (1⊗g) ○ ℓ1 = f ○ g. 
On de´finit aussi-toˆt des foncteurs :
(308) 2-Grp
π0( ⋅ ), π1( ⋅ ) // Grp .
Un morphisme de 2-groupes G
F // G′ est dit une e´quivalence faible s’il ve´rifie une des proprie´te´s
e´quivalentes du Lemme suivant :
Lemme 13.2.3. Si G
F // G′ est un morphisme mono¨ıdal lax et unitaire entre 2-groupes, alors
les e´nonce´s suivants sont e´quivalents :
(i) Les morphismes de groupes π0F et π1F sont d’isomorphismes.
(ii) Le foncteur sous-jacent au morphisme de 2-groupes G
F // G′ est pleinement fide`le et
essentiellement surjectif, i.e. l’image de F par le 2-foncteur d’oubli 2-Grp // cat est
une e´quivalence interne de la 2-cate´gorie cat des petites cate´gories.
(iii) F est une e´quivalence interne de la 2-cate´gorie 2-Grp c’est-a`-dire, il existe un mor-
phisme mono¨ıdal lax et unitaire G′
G // G et de transformations F ○ G
α +3 idG′ et
G ○ F
β +3 idG (note que toutes les 2-fle`ches de 2-Grp sont des isomorphismes).
De´monstration. Premie`rement remarquons que si G
F // G′ est un morphisme mono¨ıdal lax
et unitaire entre 2-groupes, alors la fonction π0F est surjective si et seulement si le foncteur sous-
jacent a` F est essentiellement surjectif. Donc pour ve´rifier l’e´quivalence (i)⇔ (ii) il suffit de montrer
que F est un foncteur pleinement fide`le si et seulement si la fonction π0F est injective et π1F est
bijective.
D’un coˆte´ si le foncteur F est pleinement fide`le on a en particulier que la fonction π1F est
bijective. En plus si X et Y sont des objets de G tels que F (X) et F (Y ) repre´sentent la meˆme
classe dans l’ensemble π0(G′), alors il existe un isomorphisme ϕ ∶ F (X) // F (Y ) vu que G′ est
un groupo¨ıde. On a en plus que ϕ = F (f) pour un morphisme f ∶ X // Y de G parce que F est
plein ; donc la fonction π0F est bien injective.
Re´ciproquement, supposons que la fonction π0F est injective et π1F est bijective. Si X et Y
sont des objets de G tels que l’ensemble HomG(X,Y ) est vide, alors l’ensemble de morphismes
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HomG′(FX,FY ) est aussi vide parce que la fonction π0F est injective et G est un groupo¨ıde. D’un
autre, s’il existe un morphisme f ∶ X // Y on conside`re le carre´ commutatif :
HomG(X,Y ) FX,Y // HomG′(F (X), F (Y ))
HomG(X,X)
FX,X
//
f○− ≅
OO
HomG′(F (X), F (X))
F (f)○−≅
OO
On de´duit que la function FX,Y est bijective si et seulement si FX,X l’est, vu que f est un
isomorphisme.
Montrons alors que pour un objet quelconque X , la fonction FX,X es bijective si et seulement
π1F l’est. Pour cela remarquons qu’on a un diagramme compose´ de deux carre´ (plutoˆt pentagones)
commutatifs :
(309) HomG(1,1) X⊗− //
F1,1

HomG(X⊗1,X⊗1)
FX⊗1,X⊗1

HomG(X,X)rX○−○r−1Xoo
FX,X

HomG(F (X⊗1),F (X⊗1))
mX,1○F (−)○m−1X,1

HomG′(1,1)
FX⊗−
// HomG′(FX⊗1,FX⊗1) HomG′(FX,FX) .
lFX○−○l
−1
FX
oo
Ceux pentagones sont effectivement commutatifs car si ϕ∶ 1 // 1 et ψ∶ X // X sont de
morphismes quelconques de G on a un carre´ commutatif dans G′ :
FX⊗1
mX,1 //
FX⊗Fϕ

F (X⊗1)
F (X⊗ϕ)

FX⊗1
mX,1
// F (X⊗1)
et un prisme de faces commutatives :
F (X)⊗1
F

mX,1
&&
F (X)
lFXoo
F (lX)
xx
Fψ

F (X⊗1)
F (ψ⊗1)

F (X)⊗1
mX,1 &&
F (X)lFXoo
F (lX)xx
F (X⊗1)
Donc on de´duit du diagramme (309) que FX,X est un fonction bijective si F1,1 l’est, car les
foncteurs X ⊗− et FX ⊗ − sont pleinement fide`les.
L’e´quivalence (ii) ⇔ (iii) est une conse´quence du Lemme 13.1.2. 
Posons 2-hGrp pour noter la cate´gorie homotopique des 2-groupes c’est-a`-dire la cate´gorie qu’on
obtient de la 2-cate´gorie 2-Grp en imposant la condition :
Hom2-hGrp = π0(Hom2-Grp)
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Vu que les cate´gories des morphismes Hom2-Grp de la 2-cate´gorie 2-Grp sont de groupo¨ıdes, on
obtient la cate´gorie 2-hGrp de la cate´gorie des 2-groupes 2-Grp en imposant dans son ensemble de
morphismes la relation d’e´quivalence qu’identifie deux morphismes de 2-groupes F,G∶ G // H s’il
existe une transformation η∶ F +3 G .
Remarquons que si π∶ 2-Grp // 2-hGrp note le foncteur quotient canonique, il se suit du
Lemme 13.2.3 que l’image d’un morphisme de 2-groupes F par le foncteur π est un isomorphisme
de la cate´gorie homotopique des 2-groupes si et seulement si F est une e´quivalence faible.
§13.3. Notons cat la 2-cate´gorie des petites cate´gories, foncteurs et transformations naturelles.
Rappelons que le 2-foncteur des morphismes :
(310) catop × cat
Hom
cat // cat ,
est de´fini par la re`gle :
( A  α B
G
ff
F
xx
, C
ϕ
&&
ψ
88 β D ) ↦ ⎛⎝ Homcat(A,C)
ϕ○−○F
**
ψ○−○G
44
 α⋆−⋆β Homcat(B,D) ⎞⎠ .
Si A et C sont de petites cate´gories, on pose plus-toˆt CA pour noter Homcat(A,C). Si C = G est
un 2-groupe on va de´finir dans la cate´gorie des foncteurs GA une structure de 2-groupe. Commenc¸ons
par la structure de cate´gorie mono¨ıdale qu’on obtient en composant les isomorphismes canoniques
des cate´gories :
⋆
A
≅ ⋆ , (G × G)A ≅ GA × GA et (G × G × G)A ≅ GA × GA × GA
(le foncteur cat −A // cat commute aux petites limites) avec les images par le 2-foncteur G ↦ GA
des diagrammes :
G × G
⊗ // G , ⋆
1 // G ,
G × G ⊗
##
G × G × G
(p1⊗p2,p3) 00
(p1,p2⊗p3)
..
 a G
G × G ⊗
;; et
G × G ⊗
##
G id //
(1,id) 66
(id,1) )) 
r
G .
KS
l
G × G ⊗
;;
Explicitement la multiplication et l’unite´ de GA sont les foncteurs compose´s :
GA × GA
=≅
⊗
%%(G × G)A
⊗A
// GA
et
⋆
=≅
1
%%
⋆A
1
A
// GA ,
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et les contraintes d’associativite´ et d’unite´ sont les isomorphismes naturels :
=
GA × GA × GA
=
≅
(p1,p2⊗p3)

(p1⊗p2,p3)
''
(G × G × G)A
(p1,p2⊗p3)A

(p1⊗p2,p3)A // (G × G)A
=
⊗
A

≅ GA × GA
⊗
uu
|
aA
(G × G)A ⊗A //
=
≅
GA
GA × GA
⊗
;;
et
=
GA × GA
⊗

≅
=(G × G)A
⊗A
&&
GA
 rA
(G,1)A
66
(1,G)A
((
(GA,1)
55
(1,GA) ))
identite´ // GA ,
KS
lA
(G × G)A
≅
⊗
A
88
=
GA × GA
⊗
II
=
c’est-a`-dire ce sont de´finis argument par argument.
Il se suit qu’ils ve´rifient (299) et (300) i.e. e´tant donne´s X , Y et Z des objets de GA on a que :
((W⊗X)⊗Y)⊗Z aW⊗X ,Y,Z //
aW,X ,Y⊗Z

(W⊗X)⊗(Y⊗Z)
aW,X ,Y⊗Z // W⊗(X⊗(Y⊗Z))
(W⊗(X⊗Y))⊗Z
aW,X⊗Y,Z
// W⊗((X⊗Y)⊗Z)
W⊗aX ,Y,Z
OO
et
(X⊗1)⊗Y
aX ,1,Y // X⊗(1⊗Y)
X⊗Y
X⊗lY
99
rX⊗Y
ee
sont de diagrammes commutatifs de GA, parce que :
((Wa⊗Xa)⊗Ya)⊗ZaaWa⊗Xa,Ya,Za//
aWa,Xa,Ya⊗Za

(Wa⊗Xa)⊗(Ya⊗Za)
aWa,Xa,Ya⊗Za// Wa⊗(Xa⊗(Ya⊗Za))
(Wa⊗(Xa⊗Ya))⊗Za aWa,Xa⊗Ya,Za // Wa⊗((Xa⊗Ya)⊗Za)
Wa⊗aXa,Ya,Za
OO
et
(Xa⊗1)⊗Ya
aXa,1,Ya // Xa⊗(1⊗Ya)
Xa⊗Ya
Xa⊗lYa
88
rXa⊗Ya
ff
sont de diagrammes commutatifs de G pour tout objet a de A.
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D’un autre vu qu’on a suppose´ que G est un 2-groupe, on trouve que la cate´gorie des foncteurs
GA est un groupo¨ıde et d’apre`s le Lemme 13.2.1 il est un 2-groupe car on a des foncteurs :
GA
(ιd)A // GA et GA
(ιg)A // GA ,
et des contraintes des inverses :
=
GA × GA
⊗

≅
=(G × G)A
⊗
A
&&
GA
 αA
(G,ιd)A
66
(ιg,G)A
((
(GA,ιd)
44
(ιg,GA) **
identite´ // GA .
KS
βA
(G × G)A
≅
⊗
A
88
=
GA × GA
⊗
II
=
On va e´tendre la fonction (A,G) z→ GA qu’on vient de de´finir a` un 2-foncteur qui comple`te le
carre´ commutatif :
(311) (A,G) z→ GA
catop × 2-Grp //
catop×π

2-Grp
π

catop × cat
Hom
cat
// cat ,
ou` π∶ 2-Grp // cat est le 2-foncteur d’oubli.
Si F ∶ B // A est un foncteur et (ϕ,mϕ)∶ G // H est un morphisme de 2-groupes, on de´finit
le morphisme de 2-groupes (ϕF ,mϕF )∶ GA // HB par le foncteur ϕF = ϕ○−○F et l’isomorphisme
naturelle :
GA × GA
ϕF×ϕF

⊗ //
	
mϕ
F
GA
ϕF
HB ×HB
⊗
// HB
=
GA × GA ≅
ϕF×ϕF

⊗
&&(G × G)A ⊗A //
(ϕ×ϕ)A

ow
(mϕ)A
GA
ϕA

ϕF

(H ×H)A ⊗A //
(H×H)F

HA
HF
HB ×HB ≅
⊗
88(H ×H)B ⊗B // HB .
La couple (ϕF ,mϕF ) est effectivement un morphisme lax et unitaire de 2-groupes parce que :
ϕF ( foncteur contant a` valeurs 1G ) = foncteur contant a` valeurs 1H
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et parce qu’on a des diagrammes commutatifs de G :
ϕ((XFb⊗YFb)⊗ZFb)
ϕa

ϕ(XFb⊗YFb)⊗ϕZFb
mϕoo (ϕXFb⊗ϕYFb)⊗ϕZFb
a

mϕ⊗ϕZFboo
ϕ(XFb⊗(YFb⊗ZFb)) ϕXFb⊗ϕ(YFb⊗ZFb)
mϕ
oo ϕXFb⊗(ϕYFb⊗ϕZFb)
ϕXFb⊗mϕ
oo
et
1⊗ϕXFb
m
ϕ
1,XFb

ϕXFb⊗1
m
ϕ
XFb,1

ϕXFb
lϕXFb
ff rϕXFb 88
ϕrXFb &&ϕlXFbxx
ϕ(1⊗XFb) ϕ(XFb⊗1)
si X ,Y,Z sont des objets de GA et b un objet de B.
Remarquons aussi que si on a de foncteurs :
C
G // B F // A
et de morphismes de 2-groupes :
G (ϕ,mϕ) // H (ψ,mψ) // K ,
alors (ψG,mψG) ○ (ϕF ,mϕF ) = ((ψ ○ ϕ)F○G,m(ψ○ϕ)F○G).
En effet, on voit facilement que (ψ ○ϕ)F○G = ψG ○ϕF et qu’on a un triangle commutatif :
(ψ ○ϕ)F○G(X)⊗ (ψ ○ϕ)F○G(Y) m
(ψ○ϕ)F ○G
X ,Y //
m
ψG
ϕFX ,ϕFY
**
(ψ ○ ϕ)F○G(X ⊗Y)
ψG(ϕF (X)⊗ϕF (Y)) ψ
G(mϕF
X ,Y
)
55
pour X et Y des objets de GA ; parce que si c est un objet de C on a un triangle commutatif :
(ψ ○ϕ)(XFGc)⊗ (ψ ○ϕ)(YFGc) m
(ψ○ϕ)
XFGc,YFGc //
mψ
ϕXFGc,ϕYFGc
++
(ψ ○ϕ)(XFGc ⊗YFGc)
ψ(ϕ(XFGc)⊗ ϕ(YFGc))
ψ(mϕ
XFGc,YFGc
)
44
Finalement conside´rons une transformation naturelle entre foncteurs de petites cate´gories et une
transformation entre morphismes de 2-groupes :
B
F
$$
G
;; α A et G
(ϕ,mϕ)
%%
(ψ,mψ)
99
η H ,
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respectivement ; on de´finit la transformation GA
(ϕF ,mϕF )
&&
(ψG,mψG)
88 η
α GB par le compose´ horizontal :
GA
ϕA
&&
ψA
99 η
A HA
HF
&&
HG
99 H
α HB = GA
GF
&&
GG
99 G
α GB
ϕB
((
ψB
99 η
B HB .
On ve´rifie que si X et Y sont des objets de GA alors :
ϕFX ⊗ ϕFY ηαX⊗ηαY //
m
ϕF
X ,Y

ψFX ⊗ ψFY
m
ψG
X ,Y

ϕF (X ⊗ Y)
ηαX⊗Y
// ψG(X ⊗Y)
est un diagramme commutatif de HB de la fac¸on suivante : Pour un objet quelconque a de A on
de´compose le diagramme :
ϕXFa ⊗ ϕYFa (η
α
X )a⊗(ηαY)a //
m
ϕ
XFa,YFa

ψXFa ⊗ψYFa
m
ψ
XGa,YGa

ϕ(XFa ⊗YFa) (ηαX⊗Y)a // ψ(XGa ⊗ YGa)
par les sous-diagrammes :
ϕ(XFa)⊗ ϕ(YFa)
ϕ(Xα)⊗ϕ(Yα)
**
m
ϕ
XFa,YFa

(ηαX )a⊗(ηαY)a //
(III)
(IV)
(I)
ψ(XGa)⊗ψ(XGa)
m
ψ
XGa,YGa

ϕ(XGa)⊗ ϕ(YGa)
ηXGa⊗ηYGa
44
m
ϕ
XGa,YGa

ϕ(XGa ⊗YGa)
ηXGa⊗YGa
**
(II)
ϕ(XFa ⊗YFa) (ηαX⊗Y)a //
ϕ(Xα⊗Yα)
44
ψ(XGa ⊗ YGa)
Puis on note que (I) et (II) sont commutatifs par de´finition de ηα, (III) est commutatif parce que
mϕ est une transformation naturelle de foncteurs et (IV) commute vu que η est une transformation
de morphismes de 2-groupes.
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§13.3.1. Posons ∆ pour noter la sous-2-cate´gorie pleine de cat dont les objets sont les cate´gories
[n] = {0 < ⋅ ⋅ ⋅ < n} pour n ≥ 0. Autrement dit, ∆ est la 2-cate´gorie dont la cate´gorie sous-jacente
est la cate´gories des simplexes ∆ et ou` il existe une seul 2-fle`che [n]
ϕ
))
ψ
55 [m] si et seulement si
ϕ(i) ≤ ψ(i) pour tout 0 ≤ i ≤ n.
Si G est un 2-groupe, conside´rons le 2-foncteur induit du 2-foncteur (311) :
(312) ∆op
G● // 2-Grp
[n] z→ G[n]
.
Montrons que l’objet simplicial G[●]∶ ∆op // 2-Grp sous-jacent au 2-foncteur (312) est une
”re´solution simpliciale” du 2-groupe G. Plus pre´cise´ment :
Lemme 13.3.1. Si G est un 2-groupe et [n] ϕ // [m] est un morphisme quelconque de la cate´gorie
des simplexes ∆, le morphisme induit G[m] ϕ⋆ // G[n] est une e´quivalence faible de 2-groupes (voir
le Lemme 13.2.3).
De´monstration. On sait que tout morphisme [n] ϕ // [m] de la cate´gorie ∆ est e´gal a` un
compose´ de la forme ϕ = δjm−n+k ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ δj1 ○ σik ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ σi1 ou` δj et σi notent les morphismes faces
et de´ge´ne´rescences. En particulier, il suffit de ve´rifier que pour tout 0 ≤ i ≤ k et 0 ≤ j ≤ k + 1 les
morphismes [k]
δj
))
σi
jj [k + 1] induisent des e´quivalences faibles des 2-groupes G[k+1]
δ⋆j
))
σ⋆i
jj G[k].
Remarquons que si 0 ≤ i ≤ k alors on a une e´galite´ σi ○ δi = id[k]. D’un autre, il y a une 2-fle`che
id[k+1] ⇒ δi ○ σi de la 2-cate´gorie ∆ pour 0 ≤ i ≤ k, vu que a ≤ δi ○ σi(a) si 0 ≤ a ≤ n + 1 ; en effet on
note que :
δi ○ σi(a) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
a a ≠ i
i + 1 a = i .
On en conclut que δ⋆i ○ σ
⋆
i = idG[k] et qu’il existe une 2-fle`che idG[k+1] ⇒ σ
⋆
i ○ δ
⋆
i de la 2-cate´gorie
2-Grp. Donc de la proprie´te´ (iii) du Lemme 13.2.3 il se suit que G[k+1]
δ⋆j
))
σ⋆i
jj G[k] sont bien des
e´quivalences faibles des 2-groupes si 0 ≤ i, j ≤ k.
Finalement pour montrer que G[k+1] δ⋆k+1 // G[k] est une e´quivalence faible de 2-groupes, on note
de la meˆme fac¸on que σk ○ δk+1 = id[k] et qu’il y a une 2-fle`che δk+1 ○ σk ⇒ id[k+1] de la 2-cate´gorie
∆ vu que :
δk+1 ○ σk(a) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
a 0 ≤ a ≤ k
k a = k + 1 .

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14. Le nerf des 2-groupes
Si M est une cate´gorie mono¨ıdale et q ≥ 0 est un entier, un q-simplexe de M est par de´finition
un couple (X,α) ou` X est un ensemble d’objets de M :
X = {Xij ∣ 0 ≤ i < j ≤ q}
et α est un ensemble de morphismes de M :
α = {αijk ∶ Xij ⊗Xjk // Xik ∣ 0 ≤ i < j < k ≤ q};
tels que si 0 ≤ i < j < k < l ≤ q on a un diagramme commutatif :
(313) Xil Xij ⊗Xjl
αijloo
Xij ⊗ (Xjk ⊗Xkl)
Xij⊗αjkl
OO
a ≅
Xik ⊗Xkl
αikl
OO
(Xij ⊗Xjk)⊗Xkl .
αijk⊗Xkl
oo
PosonsMq pour note l’ensemble des q-simplexes de M. On de´finit un foncteur :
(314) cat⊗lax,⋆ ×∆
op // Ens
(M, [q]) z→ Mq
comme suit : Si ϕ∶ [q] // [q′] est un morphisme de ∆, la fonction induite :
Mq′
ϕ∗ //Mq
(X,α) z→ (Y,β)
est donne´ par les re`gles :
(315) Yij =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1G si ϕi = ϕj
Xϕiϕj si ϕi < ϕj
toujours que 0 ≤ i < j ≤ q et :
(316) βijk =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
ℓ−1Xϕiϕk ∶ 1⊗Xϕiϕk
// Xϕiϕk si ϕi = ϕj ≤ ϕk
r−1Xϕiϕk ∶ Xϕiϕk ⊗ 1
// Xϕiϕk si ϕi ≤ ϕj = ϕk
αϕiϕjϕk ∶ Xϕiϕj ⊗Xϕjϕk // Xϕiϕk si ϕi < ϕj < ϕk
pour 0 ≤ i < j < k ≤ q′.
Il faut ve´rifier que la couple (Y,β) ainsi de´finie est un q-simplexe de M, i.e. il faut montrer
qu’avec les de´finition (315) et (316) on a un diagramme commutatif :
(317) Yil Yij ⊗ Yjl
βijloo
Yij ⊗ (Yjk ⊗ Ykl)
Yij⊗βjkl
OO
a ≅
Yik ⊗ Ykl
βikl
OO
(Yij ⊗ Yjk)⊗ Ykl
βijk⊗Ykl
oo
toujours que 0 ≤ i < j < k < l ≤ q.
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On conside`re plusieurs cas : Dans le cas ou` 0 ≤ ϕi < ϕj < ϕk < ϕl ≤ q le diagramme (317) est un
diagramme de la forme (313) ; donc il est commutatif. Si d’un autre 0 ≤ ϕi = ϕj < ϕk < ϕl ≤ q alors
le diagramme (317) devient :
Xϕiϕl 1⊗Xϕjϕl
ℓ−1Xoo
1⊗ (Xϕiϕk ⊗Xϕkϕl)
1⊗αϕiϕkϕl
OO
ℓ−1X⊗Xtt a ≅
Xϕiϕk ⊗Xϕkϕl
αϕiϕkϕl
OO
(1⊗Xϕjϕk)⊗Xϕkϕl
ℓ−1X ⊗Xϕkϕl
oo
qui est commutatif d’apre`s la naturalite´ de ℓ et le Lemme 13.1.1.
Si 0 ≤ ϕi < ϕj = ϕk < ϕl ≤ q il se suit de (300) qu’on a un diagramme commutatif :
Xϕiϕl Xϕiϕj ⊗Xϕjϕl
αϕiϕjϕloo
Xϕiϕj ⊗ (1⊗Xϕjϕl)
Xϕiϕj⊗ℓ
−1
X
OO
a ≅
Xϕiϕj ⊗Xϕjϕl
αϕiϕjϕl
OO
(Xϕiϕj ⊗ 1)⊗Xϕjϕl ;
r−1X ⊗Xϕjϕl
oo
et si 0 ≤ ϕi < ϕj < ϕk = ϕl ≤ q il se suit de la naturalite´ de r et du Lemme 13.1.1, qu’on a un
diagramme commutatif :
Xϕiϕk Xϕiϕj ⊗Xϕjϕk
αϕiϕjϕkoo
Xϕiϕj ⊗ (Xϕjϕk ⊗ 1)
Xϕiϕj⊗r
−1
X
OO
a ≅
Xϕiϕk ⊗ 1
r−1X
OO
(Xϕiϕj ⊗Xϕjϕk)⊗ 1 .
r−1Xϕiϕj⊗Xϕjϕk
;;
αϕiϕjϕk⊗1
oo
D’un autre, si 0 ≤ ϕi = ϕj = ϕk < ϕl ≤ q le diagramme (317) est de la forme :
Xϕiϕl 1⊗Xϕiϕl
ℓ−1Xoo
1⊗ (1⊗Xϕiϕl)
1⊗ℓ−1X
OO
a ≅
1⊗Xϕiϕl
ℓ−1X
OO
(1⊗ 1)⊗Xϕiϕl ,
ℓ−1
1
⊗Xϕiϕl
oo
si 0 ≤ ϕi < ϕj = ϕk = ϕl ≤ q il est de la forme :
Xϕiϕj Xϕiϕj ⊗ 1
r−1Xoo
Xϕiϕj ⊗ (1⊗ 1)
Xϕiϕj⊗ℓ
−1
1
OO
a ≅
Xϕiϕj ⊗ 1
r−1X
OO
(Xϕiϕj ⊗ 1)⊗ 1
r−1X ⊗1
oo
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et si 0 ≤ ϕi = ϕj = ϕk = ϕl ≤ q de la forme :
1 1⊗ 1
ℓ−1
1oo
1⊗ (1⊗ 1)
1⊗ℓ−1
1
OO
a ≅
1⊗ 1
ℓ−1
1
OO
(1⊗ 1)⊗ 1 ;
ℓ−1
1
⊗1
oo
donc ils sont commutatifs d’apre`s le Lemme 13.1.1.
Supposons maintenant que M
(F,mF ) //M′ est un morphisme lax et unitaire entre cate´gories
mono¨ıdaux et q ≥ 0. On de´finit la fonction :
Mq
(F,mF )q //M′q
(X,α) z→ (Y,β)
par les re`gles : Yij = F (Xij) si 0 ≤ i < j ≤ q et βijk est le compose´ :
βijk = ( Yij ⊗ Yjk F (Xij)⊗F (Xjk) m
F
Xij,Xjk // F (Xij ⊗Xjk) F (αijk) // F (Xik) Yik )
si 0 ≤ i < j < k ≤ q.
On montre sans peine que la couple ainsi de´finie (Y,β) est bien un q-simplexe de M′.
Le foncteur adjoint du foncteur (314) qu’on vient de de´finir est dit le foncteur nerf (ge´ome´trique)
des cate´gories mono¨ıdales :
(318) cat⊗lax,⋆
N( ⋅ ) // ∆̂ ;
M z→ M●
si M est une cate´gorie mono¨ıdale on appelle l’ensemble simplicial N (M) le nerf de M.
Lemme 14.0.2. Le nerf N (M) d’une cate´gorie mono¨ıdale M est un ensemble simplicial faible-
ment 2-cosquelettique (voir §11.1).
De´monstration. On va de´duire cette affirmation de l’e´nonce´ suivant :
Lemme 14.0.3. Si q ≥ 2 et 0 ≤ n ≤ q la fonction :
{ (x0, . . . , xn) ∈ Nn+1 ∣ 0 ≤ x0 < ⋅ ⋅ ⋅ < xn ≤ q + 1 }
ϕ
OO
{ (i0, . . . , in; s) ∈ Nn+2 ∣ 0 ≤ i0 < ⋅ ⋅ ⋅ < in ≤ q et 0 ≤ s ≤ q + 1 }
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de´finie par ϕ(i0, . . . , in; s) = (δsi0, . . . , δsin) est le conoyau de la double fle`che :
{ (i0, . . . , in; s) ∈ Nn+2 ∣ 0 ≤ i0 < ⋅ ⋅ ⋅ < in ≤ q et 0 ≤ s ≤ q + 1 }
ϕ1
OO
ϕ2
OO
{ (a0, . . . , an; s, s′) ∈ Nn+3 ∣ 0 ≤ a0 < ⋅ ⋅ ⋅ < an ≤ q − 1 et 0 ≤ s < s′ ≤ q + 1 }
ou` ϕ1(a0, . . . , an; s, s′) = (δsa0, . . . , δsan; s′) et ϕ2(a0, . . . , an; s, s′) = (δs′−1a0, . . . , δs′−1an; s).
De´monstration. Si 0 ≤ x0 < ⋅ ⋅ ⋅ < xn ≤ q + 1 son des entiers naturels, vu que par hypothe`se
0 ≤ n ≤ q il existe un entier 0 ≤ s ≤ q + 1 tel que : Soit xk < s < xk+1 pour certain 0 ≤ k ≤ n, soit
xn < s ≤ q + 1 ou soit 0 ≤ s < x0. Dans ceux cas on a :
ϕ(x0, . . . , xk, xk+1−1, . . . , xn−1; s) = (x0, . . . , xn) ou` 0 ≤ x0 < ⋅ ⋅ ⋅ < xk < xk+1−1 < ⋅ ⋅ ⋅ < xn−1 ≤ q ,
ϕ(x0, . . . , xn; s) = (x0, . . . , xn) ou` 0 ≤ x0 < ⋅ ⋅ ⋅ < xn ≤ q ou
ϕ(x0, . . . , xn; s) = (x0 − 1, . . . , xn − 1) ou` 0 ≤ x0 − 1 < ⋅ ⋅ ⋅ < xn − 1 ≤ q , respectivement.
Autrement dit ϕ est une fonction surjective.
D’un autre coˆte´ on sait que δs′ ○ δs = δs ○ δs′−1 si 0 ≤ s < s
′
≤ q + 1, alors :
ϕ ○ϕ1(a0, . . . , an; s, s′) = ϕ(δsa0, . . . , δsan; s′)
= (δs′ ○ δsa0, . . . , δs′ ○ δsan)
= (δs ○ δs′−1a0, . . . , δs ○ δs′−1an)
= ϕ(δs′−1a0, . . . , δs′−1an; s)
= ϕ ○ϕ2(a0, . . . , an; s, s′) ,
toujours que 0 ≤ a0 < ⋅ ⋅ ⋅ < an ≤ q − 1.
On va montrer que si ϕ(i0, . . . , in; s) = ϕ(i′0, . . . , i′n; s′) ou` (i0, . . . , in; s) ≠ (i′0, . . . , i′n; s′) et s ≤ s′,
alors s ≠ s′ et ils existent 0 ≤ a0 < ⋅ ⋅ ⋅ < an ≤ q − 1 tels que :
ϕ1(a0, . . . , an; s, s′) = (i0, . . . , in; s) et ϕ2(a0, . . . , an; s, s′) = (i′0, . . . , i′n; s′) .
En effet supposons que ϕ(i0, . . . , in; s) = ϕ(i′0, . . . , i′n; s′) ou` s ≤ s′. Il se suit de la de´finition de
la fonction ϕ que :
0 ≤ δs(i0) = δs′(i′0) < . . . < δs(in) = δs′(i′n) ≤ q + 1 .
Si s = s′ on a que δs(ik) = δs(i′k) pour tout 0 ≤ k ≤ n ; donc (i0, . . . , in; s) = (i′0, . . . , i′n; s′) vu que
δs est une fonction injective.
Si s < s′ on va conside´rer deux cas, le cas ou` aucun des entiers δs(i0) = δs′(i′0),⋯, δs(in) = δs′(i′n)
est compris entre s et s′ et le cas ou` il existe 0 ≤ l ≤ n tel que s < δs(il) = δs′(i′l) < s′.
Dans le premier cas on peut dire que δs(ik) = δs′(i′k) < s < s′ < δs(ik+1) = δs′(i′k+1) alors :
δs(i0) = i0
⋮
δs(ik) = ik
δs(ik+1) = ik+1 + 1
⋮
δs(in) = in + 1
et
δs′(i′0) = i′0
⋮
δs(i′k) = i′k
δs′(i′k+1) = i′k+1 + 1
⋮
δs′(i′n) = i′n + 1 ;
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donc i0 = i
′
0, i1 = i
′
1, . . . , in = i
′
n et ik < s < s
′
≤ ik+1.
On de´duit que les entiers i0, . . . , ik, ik+1 − 1, . . . , in − 1 ve´rifient :
0 ≤ i0 < ⋅ ⋅ ⋅ < ik < ik+1 − 1 < ⋅ ⋅ ⋅ < in − 1 ≤ q − 1
et en plus :
ϕ1(i0, . . . , ik, ik+1 − 1, . . . , in − 1; s, s′) = (δsi0, . . . , δsik, δs(ik+1 − 1), . . . , δs(in − 1); s′)
= (i0, . . . , ik, ik+1, . . . , in; s′)
= (i′0, . . . , i′n; s′)
et
ϕ2(i0, . . . , ik, ik+1 − 1, . . . , in − 1; s, s′) = (δs′−1i0, . . . , δs′−1ik, δs′−1(ik+1 − 1), . . . , δs′−1(in − 1); s)
= (i0, , . . . , in; s)
parce que ik < s ≤ ik+1 − 1 et ik < s
′ − 1 ≤ ik+1 − 1.
Enfin si on a :
δs(ik) = δs′(i′k) < s < δs(ik+1) = δs′(i′k+1) < ⋅ ⋅ ⋅ < δs(il) = δs′(i′l) < s′ < δs(il+1) = δs′(i′l+1) ,
alors on de´duit :
δs(i0) = i0
⋮
δs(ik) = ik
δs(ik+1) = ik+1 + 1
⋮
δs(il) = il + 1
δs(ik+1) = il+1 + 1
⋮
δs(in) = in + 1
et
δs′(i′0) = i′0
⋮
δs′(i′k) = i′k
δs′(i′k+1) = i′k+1
⋮
δs′(i′l) = i′l
δs′(i′l+1) = i′l+1 + 1
⋮
δs′(i′n) = i′n + 1 ;
donc :
i0 = i
′
0 < ⋅ ⋅ ⋅ < ik = i
′
k < s < ik+1 + 1 = i
′
k+1 < ⋅ ⋅ ⋅ < il + 1 = i
′
l < s
′
< il+1 + 1 = i
′
l+1 + 1 < ⋅ ⋅ ⋅ < in + 1 = i
′
n + 1 .
En particulier :
0 ≤ i′0 < ⋅ ⋅ ⋅ < i
′
k < s ≤ i
′
k+1−1 < ⋅ ⋅ ⋅ < i
′
n−1 ≤ q−1 et 0 ≤ i0 < ⋅ ⋅ ⋅ < il < s
′
−1 ≤ il+1−1 < ⋅ ⋅ ⋅ < in−1 ≤ q−1 ;
donc :
ϕ1 (i′0, . . . , i′k, i′k+1 − 1, . . . , i′n − 1; s, s′)
= (δs(i′0), . . . , δs(i′k), δs(i′k+1 − 1), . . . , δs(i′n − 1); s′)
= (i′0, . . . , i′k, i′k+1, . . . , i′n; s′)
et
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ϕ2 (i′0, . . . , i′k, i′k+1 − 1, . . . , i′n − 1; s, s′)
=ϕ2(i0, . . . , il, il+1 − 1, . . . , in − 1; s, s′)
= (δs′−1(i0), . . . , δs′−1(il), δs′−1(il+1 − 1), . . . , δs′−1(in − 1); s)
= (i0, . . . , il, il+1, . . . , in; s) .

SiM est une cate´goriemono¨ıdale montrons queN (M) est un ensemble simplicial 3-cosquelettique,
c’est-a`-dire montrons que si q ≥ 3 la fonction :
Mq+1
∏
s
δs
// ∏
0≤s≤q+1
Mq
est le noyau dans Ens de la double fle`che :
∏
0≤s≤q+1
Mq
∏
s<s′
δ∗s ○projs′
//
∏
s<s′
δ∗
s′−1
○projs
// ∏
0≤s<s′≤q+1
Mq−1 .
De fac¸on explicite e´tant donne´ un ensemble d’objets de M :
{Xsij ∣ 0 ≤ i < j ≤ q , 0 ≤ s ≤ q + 1}
et un ensemble de morphismes de M :
{αsijk ∶ Xsij ⊗Xsjk // Xsik ∣ 0 ≤ i < j < k ≤ q , 0 ≤ s ≤ q + 1};
tels que :
(i) Si 0 ≤ i < j < k < l ≤ q et 0 ≤ s ≤ q + 1 on a un diagramme commutatif :
Xsil X
s
ij ⊗X
s
jl
αsijloo
Xsij ⊗ (Xsjk ⊗Xskl)
Xsij⊗α
s
jkl
OO
a ≅
Xsik ⊗X
s
kl
αsikl
OO
(Xsij ⊗Xsjk)⊗Xskl ,αsijk⊗Xskloo
(ii) Si 0 ≤ s < s′ ≤ q + 1 on a les e´galite´s :
Xs
′
δs aδsb
= Xsδs′−1a δs′−1b si 0 ≤ a < b ≤ q − 1
αs
′
δsa δsb δsc
= αsδs′−1a δs′−1b δs′−1c si 0 ≤ a < b < c ≤ q − 1 ;
montons qu’il existe un seul ensemble d’objets de M :
{Yxy ∣ 0 ≤ x < y ≤ q + 1}
et un seul ensemble de morphismes de M :
{βxyz ∶ Yxy ⊗ Yyz // Yxz ∣ 0 ≤ x < y < z ≤ q + 1};
tels que :
(i) Xsij = Yδsi δsj si 0 ≤ i < j ≤ q et 0 ≤ s ≤ q + 1.
(ii) αsijk = βδsi δsj δsk si 0 ≤ i < j < k ≤ q et 0 ≤ s ≤ q + 1
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(iii) On a un diagramme commutatif :
Yil Yij ⊗ Yjl
βijloo
Yij ⊗ (Yjk ⊗ Ykl)
Yij⊗βjkl
OO
a ≅
Yik ⊗ Ykl
βikl
OO
(Yij ⊗ Yjk)⊗ Ykl
βijk⊗Ykl
oo
si 0 ≤ i < j < k < l ≤ q + 1.
Vu que par hypothe`se q ≥ 3 > 2 et on a que :
Xs
′
δsa δsb
=Xsδs′−1a δs′−1b si 0 ≤ a < b ≤ q − 1 et 0 ≤ s < s
′
≤ q + 1 ,
il se suit du Lemme 14.0.3 (pour n = 1) qu’il existe un seul ensemble d’objets de M :
{Yxy ∣ 0 ≤ x < y ≤ q + 1}
tels que Xsij = Yδsi δsj si 0 ≤ i < j ≤ q et 0 ≤ s ≤ q + 1.
D’un autre, on de´duit du Lemme 14.0.3 (pour n = 2) que si 0 ≤ x < y < z ≤ q + 1 alors ils existent
0 ≤ s ≤ q + 1 et 0 ≤ i < j < k ≤ q tels que δsi = x, δsj = y et δsk = z. En particulier on peut de´finir
βxyz = βδsi δsj δsk = α
s
ijk .
Remarquons que si on a des autres 0 ≤ s0 ≤ q+1 et 0 ≤ i0 < j0 < k0 ≤ q tels que δs0i0 = x, δs0j0 = y
et δs0k0 = z, on sait de la preuve du Lemme 14.0.3 qu’il a deux cas : Soit s = s0 et alors i = i0, j = j0
et k = k0 ; soit disons s0 < s et alors il existent 0 ≤ a < b < c ≤ q − 1 tels que :
ϕ1(a, b, c; s0, s) = (i, j, k; s) et ϕ2(a, b, c; s0, s) = (i0, j0, k0; s0)
c’est-a`-dire tels que :
δs0(a) = i δs−1(a) = i0
δs0(b) = j δs−1(b) = j0
δs0(c) =k δs−1(c) =k0 .
Donc on a que αsijk = α
s
δs0a δs0b δs0c
= αs0δs−1a δs−1b δs−1c = α
s0
i0 j0 k0
. Autrement dit, βxyz est bien
de´fini pour 0 ≤ x < y < z ≤ q + 1 et on a que βδsi δsj δsk = α
s
ijk toujours que 0 ≤ i < j < k ≤ q et
0 ≤ s ≤ q + 1.
Il nous reste a` montrer que si 0 ≤ x < y < z < w ≤ q + 1 on a carre´ commutatif :
(319) Yxw Yxy ⊗ Yyw
βxywoo
Yxy ⊗ (Yyz ⊗ Yzw)
Yxy⊗βyzw
OO
a ≅
Yxz ⊗ Yzw
βxzw
OO
(Yxy ⊗ Yyz)⊗ Yzw
βxyz⊗Yzw
oo
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En effet si 0 ≤ x < y < z < w ≤ q + 1, vu que q ≥ 3 ils existent 0 ≤ s ≤ q + 1 et 0 ≤ i < j < k < l ≤ q
tels que δsi = x, δsj = y, δsk = z et δsk = w ; alors le diagramme (319) est le diagramme commutatif :
Xsil X
s
ij ⊗X
s
jl
αsijloo
Xsij ⊗ (Xsjk ⊗Xskl)
Xsij⊗α
s
jkl
OO
a ≅
Xsik ⊗X
s
kl
αsikl
OO
(Xsij ⊗Xsjk)⊗Xsklαsijk⊗Xskloo
Donc N (M) est un ensemble simplicial 3-cosquelettique.
Finalement remarquons queN (M) est un ensemble simplicial faiblement 2-cosquelettique, c’est-
a`-dire notons que la fonction :
(320) Hom ∆̂ (∆3,N (M)) // Hom ∆̂ (∂∆3,N (M))
induite du morphisme d’inclusion ∂∆3
  // ∆3 est injective.
En effet on a d’un coˆte´ que l’ensemble de de´part de (320) s’identifie a` l’ensemble des diagrammes
commutatifs de M de la forme :
(321) X03 X01 ⊗X13
α2oo
X01 ⊗ (X12 ⊗X23)
X12⊗α0
OO
a ≅
X02 ⊗X23
α1
OO
(X01 ⊗X12)⊗X23
α3⊗X23
oo
et son ensemble d’arrive´e s’identifie a` l’ensemble des diagrammes de la meˆme forme mais pas
ne´cessairement commutatif. La fonction (320) oublie la commutativite´ ; donc elle est injective. 
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Si M est une cate´gorie mono¨ıdale, l’ensemble simplicial tronque´ N (M)
q
=Mq pour 0 ≤ q ≤ 3
est de´crit de la fac¸on suivante :
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
X03 X01⊗X13
α2oo
X01⊗(X12⊗X23)
X12⊗α0
OO
a ≅
X02⊗X23
α1
OO
(X01⊗X12)⊗X23
α3⊗X23
oo
RRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRRR
Les ξi sont de
morphismes de M
faissant commutatif
le diagramme
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭
d0

d1

d2

d3

s0
LL
s1
OO
s2
RR
{ X2⊗X0 ξ // X1 ∣ ξ est un morphisme de M }
d0

d1

d2

s0
MM
s1
QQ
{ X ∣ X est un objet de M }
d0

d1

s0
OO
⋆
(322)
Explicitement il existe un seul 0-simplexes deM, le 0-simplexe vide. L’ensemble des 1-simplexes
s’identifie a` l’ensemble des objets de M, parce qu’il existe une seul couple d’entiers (i, j) tels que
0 ≤ i < j ≤ 1 et il n’y a pas des triplets (i, j, k) des entiers tels que 0 ≤ i < j < k ≤ 1. D’un autre
un 2-simplexe est constitue´ de trois objets X0, X1 et X2, un pour chacune des couples des entiers(1,2), (0,2) et (0,1) qui ve´rifient 0 ≤ i < j ≤ 2 respectivement, et un morphisme :
(323) ξ∶ X2 ⊗X0 // X1
pour le seul triplet (0,1,2) des entiers tels que 0 ≤ i < j < k ≤ 2.
Enfin un 3-simplexe deM est de´termine´ par six objets {Xij ∣0 ≤ i < j ≤ 3} et quatre morphismes
de M :
{ ξl = αijk ∶ Xij ⊗Xjk // Xik ∣ 0 ≤ i < j < k ≤ 3 } (ou` 0 ≤ l ≤ 3 est le seul entier avec l ≠ i, j, k) ;
tels que le diagramme suivant soit commutatif :
(324) η =
X03 X01 ⊗X13
α2oo
X01 ⊗ (X12 ⊗X23)
X12⊗α0
OO
a ≅
X02 ⊗X23
α1
OO
(X01 ⊗X12)⊗X23 .
α3⊗X23
oo
On dit par abus que le morphisme (323) est un 2-simplexe deM et que le diagramme commutatif
(324) est un 3-simplexes de M.
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Remarquons aussi que les morphismes faces de l’ensemble simplicial tronque´ (322) sont donne´s
par les re`gles suivantes : Si η note le 3-simplexe (324), alors di(η) = ξi ; et si (323) est un 2-simplexe,
di(ξ) =Xi.
D’un autre, les morphismes de´ge´ne´rescences sont donne´s par : s0(⋆) = 1,
s0(X) = ( 1⊗X l−1X // X ) , s1(X) = ( X ⊗ 1 r−1X // X ),
s0(ξ) =
X1 1⊗X1
ℓ−1oo
1⊗(X2⊗X0)
1⊗ξ
OO
a ≅
X2⊗X0
ξ
OO
(1⊗X2)⊗X0 ,
ℓ−1⊗X0
oo
s1(ξ) =
X1 X2⊗X0
ξoo
X2(1⊗X0)
X2⊗ℓ
−1
OO
a ≅
X2⊗X0
ξ
OO
(X2⊗1)⊗X0
r−1⊗X0
oo
et s2(ξ) =
X1 X2⊗X0
ξoo
X2⊗(X0⊗1)
X2⊗r
−1
OO
a ≅
X1⊗1
ℓ−1
OO
(X2⊗X0)⊗1 .
ξ⊗1
oo
Montrons premie`rement :
Corollaire 14.0.4. Le foncteur nerf de la cate´gorie des cate´gories mono¨ıdales et les foncteurs
lax et unitaires N ∶ cat⊗lax,⋆
// ∆̂ est pleinement fide`le.
De´monstration. Pour montrer que N est un foncteur fide`le conside´rons F,G∶ M //M′
deux morphismes lax et unitaires entre cate´gories mono¨ıdales tels que N (F ) = N (G). Si X est un
objet deM il se suit que F (X) =N (F )1(X) = N (G)1(X) = G(X). D’un autre si X et Y sont deux
objets de M on que :
mFX,Y = N (F )2(idX⊗Y ) = N (G)2(idX⊗Y ) = mGX,Y .
Enfin si f ∶ X // Y est un morphisme de M remarquons par ailleurs que :
F (f ⊗ 1) ○mFY,1 = N (F )2(f ⊗ 1) = N (G)2(f ⊗ 1) = G(f ⊗ 1) ○mGY,1 .
Vu qu’on a de diagrammes commutatifs :
F (X ⊗ 1) F (f⊗1) // F (Y ⊗ 1) G(X ⊗ 1) G(f⊗1) // G(Y ⊗ 1)
F (X)⊗ F (1)
mFX,1
OO
F (f)⊗F (1) // F (Y )⊗F (1)
mFY,1
OO
G(X)⊗G(1)
mGX,1
OO
G(f)⊗G(1) // G(Y )⊗G(1)
mGY,1
OO
F (X)
rFX
OO
F (f)
// F (Y )
rFY
OO
G(X)
rGX
OO
G(f)
// G(Y )
rGY
OO
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on de´duit que F (f) = G(f), parce que rFY = rGY et mFY,1 =mGY,1 sont des isomorphismes de M′ :
F (Y ⊗ 1)
F (Y ) .
ℓFY
≅
jj
F (ℓY )
≅
tt
F (Y )⊗ 1
mFY,1
OO
Donc N est un foncteur fide`le.
D’un autre si M et M′ sont de cate´gories mono¨ıdales, soit ϕ∶ N (M) // N (M′) un mor-
phisme d’ensembles simpliciaux. On de´finit un morphisme lax et unitaire de cate´gories mono¨ıdales
F ∶ M //M′ tel que N (F ) = ϕ de la fac¸on suivante : Si X est un objet de M on pose F (X) =
ϕ1(X). Il se suit que :
F (1) = ϕ1 ○ s0(⋆) = s0 ○ϕ0(⋆) = s0(⋆) = 1 .
Si f ∶ X // Y est un morphisme deM on de´finit F (f)∶ F (X) // F (Y ) comme le morphisme
compose´ de M′ :
F (X) rFX // F (X)⊗ 1 ϕ2(f○r−1X ) // F (Y ) .
On a en particulier que :
F (idX) = ϕ2(idX ○ r−1X ) ○ rFX = ϕ2(r−1X ) ○ rFX = (ϕ2 ○ s1(X)) ○ rFX
= (s1 ○ϕ1(X)) ○ rFX = r−1FX ○ rFX = idFX .
D’un autre si f ∶ X // Y et g∶ Y // Z sont deux morphismes deM, remarquons par ailleurs
que le diagramme :
(325) Z X ⊗ 1
(g○f)○r−1Xoo
X ⊗ (1⊗ 1)
X⊗r−1
1
OO
a ≅
Y ⊗ 1
g○r−1Y
OO
(X ⊗ 1)⊗ 1 ,
(f○r−1X )⊗1
oo
est commutatif. En effet on a que dans le diagramme :
Y X ⊗ 1
(g○f)○r−1Xoo
X ⊗ (1⊗ 1)
(II)
X⊗r−1
1
OO
a ≅
Y ⊗ 1
g○r−1Y
OO
(X ⊗ 1)⊗ 1(f○r−1X )⊗1oo
Y
(I)
rY
OO
X ⊗ 1
f○r−1X
oo
rX⊗1
OO
X
rX
oo
rX
dd
le carre´ (I) est commutatif parce que r? est une transformation naturelle et le diagramme (II) est
commutatif d’apre`s le Corollaire 13.1.1. Donc vu que :
((g ○ f) ○ r−1X ) ○ rX = g ○ f = (g ○ r−1Y ) ○ rY ○ (f ○ r−1X ) ○ rX ,
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on en conclut que :
((g ○ f) ○ r−1X ) ○ (X ⊗ r−11 ) ○ aX,1,1 ○ rX⊗1 ○ rX = (g ○ r−1Y ) ○ ((f ○ r−1X )⊗ 1) ○ rX⊗1 ○ rX .
Il se suit que (325) est un diagramme commutatif parce que rX⊗1 ○ rX est un isomorphisme de
M.
Conside´rons maintenant l’image du 3-simplexe (325) par le morphisme ϕ :
F (Z) F (X)⊗ 1ϕ2((g○f)○r
−1
X )oo
F (X)⊗ (1⊗ 1)
F (X)⊗r−1
1
OO
a ≅
F (Y )⊗ 1
ϕ2(g○r−1Y )
OO
(F (X)⊗ 1)⊗ 1 .
ϕ2(f○r−1X )⊗1
oo
Vu qu’on a des diagramme commutatifs :
F (Y )⊗ 1 (F (X)⊗ 1)⊗ 1ϕ2(f○r−1X )⊗1oo
F (Y )
rFY
OO
F (X)⊗ 1
ϕ2(f○r−1Y )
oo
rFX⊗1
OO
et
F (X)⊗ 1
F (X)⊗ (1⊗ 1)
F (X)⊗r−1
1
OO
a ≅
(F (X)⊗ 1)⊗ 1
F (X)⊗ 1
rFX⊗1
OO
F (X)
rFX
oo
rFX
ee
il se suit que :
F (g ○ f) = ϕ2((g ○ f) ○ r−1X ) ○ (rFX) = (ϕ2(g ○ r−1X ) ○ (rFY )) ○ (ϕ2(f ○ r−1X ) ○ (rFX)) = F (g) ○F (f) .
Donc F ∶ M //M′ est bien un foncteur tel que F (1) = 1.
D’un autre coˆte´ si X et Y sont des objets deM on de´finitmFX,Y ∶ F (X)⊗ F (Y ) // F (X ⊗ Y )
comme le morphisme de M′ :
F (X)⊗ F (Y ) ϕ2(idX⊗Y ) // F (X ⊗ Y ) .
Montrons que mF est bien une transformation naturelle : De fac¸on explicite si f ∶ X // X ′ et
g∶ Y // Y ′ sont deux morphismes de M ve´rifions que :
F (f ⊗ g) ○mFX,Y = mFX′,Y ′ ○ (F (f)⊗F (g)) ,
c’est-a`-dire montrons que :
(ϕ2((f ⊗ g) ○ r−1X⊗Y )) ○ (rF (X⊗Y )) ○ (ϕ2(idX⊗Y )) =
(ϕ2(idX′⊗Y ′)) ○ ((ϕ2(f ○ r−1X ) ○ rFX)⊗F (Y ′)) ○ (F (X)⊗ (ϕ2(g ○ r−1Y ) ○ rFY )) .
(326)
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Pour commencer remarquons que le carre´ commutatif :
F (X ⊗ Y )⊗ 1 (F (X)⊗F (Y ))⊗ 1ϕ2(idX⊗Y )⊗1oo
F (X ⊗ Y )
rF (X⊗Y )
OO
F (X)⊗ F (Y )
ϕ2(idX⊗Y )
oo
rF (X)⊗F (Y )
OO
implique que :
(327) (ϕ2((f ⊗ g) ○ r−1X⊗Y )) ○ (rF (X⊗Y )) ○ (ϕ2(idX⊗Y )) = (ϕ2((f ⊗ g) ○ r−1X⊗Y )) ○ (ϕ2(idX⊗Y )⊗ 1) ○ (rFX⊗FY ) .
D’un autre, vu qu’on a les diagrammes commutatifs de M :
X ′ ⊗ Y ′ X ⊗ Y ′
f⊗Y ′oo
X ⊗ (Y ⊗ 1)
X⊗(g○r−1Y )
OO
a ≅(X ⊗ Y )⊗ 1
(f⊗g)○r−1X⊗Y
OO
(X ⊗ Y )⊗ 1
idX⊗Y ⊗1
oo
et
X ′ ⊗ Y ′ X ⊗ Y ′
f⊗Y ′oo
X ⊗ (1⊗ Y ′)
X⊗(ℓ−1
Y ′
)
OO
a ≅
X ′ ⊗ Y ′
idX′⊗Y ′
OO
(X ⊗ 1)⊗ Y ′
(f○r−1X )⊗Y ′
oo
r−1X ⊗Y
′
::
il se suit qu’on a les diagrammes commutatifs de M′ :
F (X ′ ⊗ Y ′) F (X)⊗ F (Y ′)ϕ2(f⊗Y ′)oo
F (X)⊗ (F (Y )⊗ 1)
FX⊗ϕ2(g○r−1Y )
OO
a ≅
F (X ⊗ Y )⊗ 1
ϕ2((f⊗g)○r−1X⊗Y )
OO
(F (X)⊗F (Y ))⊗ 1
ϕ2(idX⊗Y )⊗1
oo
et
F (X ′ ⊗ Y ′) F (X)⊗F (Y ′)ϕ2(f⊗Y ′)oo
F (X)⊗ (1⊗ F (Y ′))
FX⊗(ℓ−1
FY ′
)
OO
a ≅
F (X ′)⊗ F (Y ′)
ϕ2(idX′⊗Y ′)
OO
(F (X)⊗ 1)⊗F (Y ′) ;
ϕ2(f○r−1X )⊗F (Y ′)
oo
r−1FX⊗FY
′
;;
en particulier :
(ϕ2((f ⊗ g) ○ r−1X⊗Y )) ○ (ϕ2(idX⊗Y )⊗ 1) ○ (rFX⊗FY ) =
(ϕ2(f ⊗ Y ′)) ○ (F (X)⊗ϕ2(g ○ r−1Y )) ○ (aFX,FY,1) ○ (rFX⊗FY ) =
(ϕ2(idX′⊗Y ′)) ○ (ϕ2(f ○ r−1X )⊗ F (Y ′)) ○ (rFX ⊗ F (Y ′)) ○ (F (X)⊗ϕ2(g ○ r−1Y )) ○ (aFX,FY,1) ○ (rFX⊗FY ) .
(328)
Il se suit de (327), (328) et du triangle commutatif :
(F (X)⊗ F (Y ))⊗ 1 aFX,FY,1 // F (X)⊗ (F (Y )⊗ 1)
F (X)⊗ F (Y ) F (X)⊗rFY
55
rFX⊗FY
ii
qu’on a bien l’e´galite´ (326).
Le de´terminant de Deligne 199
Donc mF est une transformation naturelle. Remarquons d’un autre que :
FX⊗1
mFX,1

FX
rFX
99
FrX %%
F (X⊗1)
est un triangle commutatif parce que :
F (rX) = ϕ2(idX⊗1) ○ rFX = mFX,1 ○ rFX .
Pour montrer qu’on a aussi un triangle commutatif :
1⊗FX
mF
1,X

FX
lFX
ee
FlXyy
F (1⊗X)
montrons que si f ∶ X // Y est un morphisme deM alors le morphisme F (f) = ϕ2(f ○ r−1X ) ○ rFX
est e´gale au compose´ :
F (X) ℓFX // 1⊗ F (X) ϕ2(f○ℓ−1X ) // F (Y )
Pour cela remarquons que d’apre`s les diagrammes commutatifs :
X ⊗ 1
ℓX⊗1 // (1⊗X)⊗ 1
X
ℓX
//
rX
OO
1⊗X
r1⊗X
OO
et
(1⊗X)⊗ 1 a1,X,1 // 1⊗ (X ⊗ 1)
1⊗X
r1⊗X
ff
1⊗rX
88
on a les e´galite´s des morphismes de M′ suivantes :
(rX) ○ (ℓ−1X ) ○ (1⊗ r−1X ) ○ (a1,X,1) = (rX) ○ (ℓ−1X ) ○ (1⊗ rX)−1 ○ (a1,X,1)
= (rX) ○ (ℓ−1X ) ○ (r1⊗X)−1 = (ℓX ⊗ 1)−1 = ℓ−1X ⊗ 1 ;
autrement dit on a un diagramme commutatif :
(329) X 1⊗X
ℓ−1Xoo
1⊗ (X ⊗ 1)
1⊗r−1X
OO
a ≅
X ⊗ 1
r−1X
OO
(1⊗X)⊗ 1
ℓ−1X ⊗1
oo
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Conside´rons le 3-simplexe de M′ obtenu de fac¸on analogue :
FX 1⊗ FX
ℓ−1FXoo
1⊗ (FX ⊗ 1)
1⊗r−1FX
OO
a ≅
FX ⊗ 1
r−1FX
OO
(1⊗FX)⊗ 1
ℓ−1FX⊗1
oo
ainsi que le 3-simplexe de M′ image de (329) par la fonction ϕ3 :
FY 1⊗ FX
ϕ2(f○ℓ−1X )oo
1⊗ (FX ⊗ 1)
1⊗r−1FX
OO
a ≅
FX ⊗ 1
ϕ2(f○r−1X )
OO
(1⊗FX)⊗ 1
ℓ−1FX⊗1
oo
Il se suit que :
F (f) = ϕ2(f ○ r−1X ) ○ rFX
= ϕ2(f ○ ℓ−1X ) ○ (1⊗ r−1FX) ○ (a1,FX,1) ○ (ℓ−1FX ⊗ 1)−1 ○ rFX
= ϕ2(f ○ ℓ−1X ) ○ ℓFX .
Finalement pour montrer qu’on a un diagramme commutatif :
(330)
F((X⊗Y )⊗Z)
FaX,Y,Z

F (X⊗Y )⊗FZ
mFX⊗Y,Zoo (FX⊗FY )⊗FZ
aFX,FY,FZ

mFX,Y ⊗FZoo
F(X⊗(Y ⊗Z)) FX⊗F (Y ⊗Z)
mFX,Y ⊗Z
oo FX⊗(FY ⊗FZ)
FX⊗mFY,Z
oo
conside´rons les 3-simplexes de M :
X ⊗ (Y ⊗Z) X ⊗ (Y ⊗Z)idX⊗(Y ⊗Z)oo
X ⊗ (Y ⊗Z)
X⊗idY⊗Z
OO
a ≅(X ⊗ Y )⊗Z
aX,Y,Z
OO
(X ⊗ Y )⊗Z
idX⊗Y ⊗Z
oo
et
X ⊗ (Y ⊗Z) (X ⊗ Y )⊗ZaX,Y,Zoo
(X ⊗ Y )⊗ (Z ⊗ 1)
(X⊗Y )⊗r−1Z
OO
a ≅((X ⊗ Y )⊗Z)⊗ 1
aX,Y,Z○r
−1
(X⊗Y )⊗Z
OO
((X ⊗ Y )⊗Z)⊗ 1 ,
id(X⊗Y )⊗Z⊗1
oo
r−1(X⊗Y )⊗Z
;;
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ainsi que ses images par le morphismes ϕ :
(331) F (X ⊗ (Y ⊗Z)) F (X)⊗F (Y ⊗Z)ϕ2(idX⊗(Y ⊗Z))oo
F (X)⊗ (F (Y )⊗ F (Z))
FX⊗ϕ2(idY⊗Z)
OO
a ≅
F (X ⊗ Y )⊗ F (Z)
ϕ2(aX,Y,Z)
OO
(F (X)⊗ F (Y ))⊗F (Z)
ϕ2(idX⊗Y )⊗FZ
oo
(332) et
F (X ⊗ (Y ⊗Z)) F (X ⊗ Y )⊗FZϕ2(aX,Y,Z)oo
F (X ⊗ Y )⊗ (FZ ⊗ 1)
F (X⊗Y )⊗r−1FZ
OO
a ≅
F ((X ⊗ Y )⊗Z)⊗ 1
ϕ2(aX,Y,Z○r−1(X⊗Y )⊗Z)
OO
(F (X ⊗ Y )⊗ FZ)⊗ 1
ϕ2(id(X⊗Y )⊗Z)⊗1
oo
r−1F (X⊗Y )⊗FZ
;;
Il se suit des diagrammes (331) et (332) que :
(ϕ2(idX⊗(Y ⊗Z))) ○ (FX ⊗ ϕ2(idY ⊗Z)) ○ (aFX,FY,FZ) = (ϕ2(aX,Y,Z)) ○ (ϕ2(idX⊗Y )⊗FZ)
= (ϕ2(aX,Y,Z ○ r−1(X⊗Y )⊗Z)) ○ (ϕ2(id(X⊗Y )⊗Z ⊗ 1)) ○ (rF (X⊗Y )⊗FZ) ○ (ϕ2(idX⊗Y )⊗FZ)
Plus encore vu que r? est une transformation naturelle on a un carre´ commutatif :
F ((X ⊗ Y )⊗Z)⊗ 1 (F (X ⊗ Y )⊗ FZ)⊗ 1ϕ2(id(X⊗Y )⊗Z)⊗1oo
F ((X ⊗ Y )⊗Z)
rF ((X⊗Y )⊗Z)
OO
(F (X ⊗ Y )⊗FZ)
ϕ2(id(X⊗Y )⊗Z)
oo
rF (X⊗Y )⊗FZ
OO
c’est-a`-dire on a que :
(ϕ2(aX,Y,Z ○ r−1(X⊗Y )⊗Z)) ○ (ϕ2(id(X⊗Y )⊗Z ⊗ 1)) ○ (rF (X⊗Y )⊗FZ) ○ (ϕ2(idX⊗Y )⊗ FZ) =
(ϕ2(aX,Y,Z ○ r−1(X⊗Y )⊗Z)) ○ (rF((X⊗Y )⊗Z)) ○ (ϕ2(id(X⊗Y )⊗Z)) ○ (ϕ2(idX⊗Y )⊗ FZ)
autrement dit (330) est un diagramme commutatif.
Donc (F,mF )∶ M // N ′ est un morphisme lax et unitaire entre 2-groupes.
Enfin vu que N (M′) est un ensemble simplicial faiblement 2-cosquelettique, pour montrer que
N (F ) = ϕ il suffit de ve´rifier que les morphismes des ensembles simpliciaux tronque´s τ∗2 (N (F )) et
τ∗2 (ϕ) sont e´gaux.
On a e´videment que τ∗1 (N (F )) = τ∗1 (ϕ). Montrons que si :
A⊗B
ξ // C ;
est un 2-simplexe de N (M) alors N (F )2(ξ) = ϕ2(ξ).
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Vu qu’on a un carre´ commutatif :
F (A⊗B)⊗ 1 (F (A)⊗F (B))⊗ 1ϕ2(idA⊗B)⊗1oo
F (A⊗B)
rF (A⊗B)
OO
F (A)⊗ F (B)
ϕ2(idA⊗B)
oo
rF (A)⊗F (B)
OO
on a que :
N (F )2(ξ) = F (ξ) ○mFA⊗B = ϕ2(ξ ○ r−1A⊗B) ○ rF (A⊗B) ○ϕ2(idA⊗B)
= ϕ2(ξ ○ r−1A⊗B) ○ (ϕ2(idA⊗B)⊗ 1) ○ rFA⊗FB
Si d’un autre on conside`re l’image par ϕ du 3-simplexe de N (M) :
C A⊗B
ξoo
A⊗ (B ⊗ 1)
A⊗r−1B
OO
a ≅(A⊗B)⊗ 1
ξ○r−1A⊗B
OO
(A⊗B)⊗ 1
(idA⊗B)⊗1
oo
r−1A⊗B
::
on obtient un diagramme commutatif de N (M′) :
F (C) F (A)⊗F (B)ϕ2(ξ)oo
F (A)⊗ (F (B)⊗ 1)
FA⊗r−1FB
OO
a ≅
F (A⊗B)⊗ 1
ϕ2(ξ○r−1A⊗B)
OO
(F (A)⊗ F (B))⊗ 1
ϕ2(idA⊗B)⊗1
oo
r−1FA⊗FB
<<
En particulier on de´duit que :
ϕ2(ξ ○ r−1A⊗B) ○ (ϕ2(idA⊗B)⊗ 1) ○ rFA⊗FB = ϕ2(ξ) ;
autrement dit N (F )2(ξ) = ϕ2(ξ). 
Montrons l’e´nonce´ suivante :
Proposition 14.0.5. Si G est un 2-groupe l’ensemble simplicial faiblement 2-cosquelettique
N (G) (voir le Lemme 14.0.2) satisfait la condition d’extension de Kan en dimension 1 ≤ m ≤ 3
et satisfait la condition de minimalite´ en dimension 2, autrement dit N (G) est un 2-groupo¨ıde de
Kan (voir le Corollaire 11.2.4).
En particulier, l’ensemble simplicial re´duit N (G) est un objet fibrant de la cate´gorie de mode`les
( ∆̂ 0,Wred2 ,mono,fibred2 ) de la Proposition 10.1.2.
De´monstration. Rappelons que l’ensemble simplicial N (G) est faiblement 2-cosquelettique
d’apre`s la Lemme 14.0.2. Montrons que N (G) satisfait la condition d’extension de Kan en dimension
1 ≤m ≤ 3 et satisfait la condition de minimalite´ en dimension 2.
Condition d’extension de Kan en dimension 1 :
Montrons que si X0, X1 et X2 sont des objets de G ils existent de morphismes de G de la forme :
X2 ⊗A0
ξ0 // X1 X2 ⊗X0
ξ1 // A1 et A2 ⊗X0
ξ2 // X1 ,
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pour certains objets A0, A1 et A2 de G.
En effet si on prend des isomorphismes X2 ⊗X
′
2
ϕ // 1 et X ′0 ⊗X0
ψ // 1 , on de´finit :
ξ0 ∶ ( X2 ⊗ (X ′2 ⊗X1)
a−1
X2,X
′
2
,X1 // (X2 ⊗X ′2)⊗X1 ϕ⊗X1 // 1⊗X1 ℓ
−1
X1 // X1
) ,
ξ1 ∶ ( X2 ⊗X0 id // X2 ⊗X0 ) et
ξ2 ∶ ( (X1 ⊗X ′0)⊗X0
aX1,X′0,X0 // X1 ⊗ (X ′0 ⊗X0)X1⊗ψ// X1 ⊗ 1 r
−1
X1 // X1 ) .
Condition d’extension de Kan en dimension 2 et de minimalite´ en dimension 2 :
Pour montrer ces deux conditions, on doit ve´rifier que si on se donne trois des quatre morphismes
ξ0, ξ1, ξ2 et ξ3 dans un diagramme de la forme :
(333)
X03 X01 ⊗X13
ξ2oo
X01 ⊗ (X12 ⊗X23)
X01⊗ξ0
OO
a ≅
X02 ⊗X23
ξ1
OO
(X01 ⊗X12)⊗X23 ,
ξ3⊗X23
oo
on peut de´terminer de fac¸on unique un quatrie`me en faisant commutatif le diagramme (333). Ceci
est une conse´quence du fait que G est un groupo¨ıde et que les foncteurs de la forme (A ⊗ − ) et
(− ⊗B) sont des e´quivalences de cate´gories.
Condition d’extension de Kan en dimension 3 :
Vu queN (G) est un ensemble simplicial 3-cosquelettique, l’ensemble des 4-simplexes de G s’iden-
tifie canoniquement a` l’ensemble des 5-uplets (η0, η1, η2, η3, η4) de 3-simplexes de G :
(334) ηi =
X i03 X
i
01 ⊗X
i
13
ξi2oo
X i01 ⊗ (X i12 ⊗X i23)
Xi01⊗ξ
i
0
OO
a ≅
X i02 ⊗X
i
23
ξi1
OO
(X i01 ⊗X i12)⊗X i23 ,
ξi3⊗X
i
23
oo
tels que :
(335) diη
j
= dj−1η
i toujours que 0 ≤ i < j ≤ 4 .
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On ve´rifie alors qu’un 5-uplets (η0, η1, η2, η3, η4) ve´rifiant la proprie´te´ (335), peut se ranger dans
un cube :
(336) η2
η1
oo<< OO
OO
id⊗η4
OO
oo
OO
<<OO
oo oo
<<
η3
oo
IV
η0⊗id
;;
II
oo oo
;;
V
OO
OO
I
OO
III
oo
OO
oo
OO
<< OO
OO
oo
OO
oo
OO ;;
ou` les carre´s I, II, III, IV et V , sont de diagrammes de la forme :
(A⊗B)⊗C
Ia

(id⊗ξ)⊗id // (A⊗(X⊗Y ))⊗C
a

A⊗(B⊗C)
id⊗(ξ⊗id)
// A⊗((X⊗Y )⊗C) ,
(A⊗(B⊗C))⊗Y
a

III
a(a−1⊗id) // (A⊗B)⊗(C⊗D)
a

A⊗((B⊗C)⊗D)
id⊗a
// A⊗(B⊗(C⊗D)) ,
A⊗B
IVξ
′⊗id

id⊗ξ // A⊗(X⊗Y )
ξ′⊗id

(Z⊗W)⊗B
id⊗ξ
// (Z⊗W)⊗(X⊗Y ) ,
(A⊗B)⊗C
V
(id⊗id)⊗ξ//
a

(A⊗B)⊗(X⊗Y )
a

A⊗(B⊗C)
id⊗(id⊗ξ)
// A⊗(B⊗(X⊗Y ))
et
(A⊗B)⊗C
II
(ξ⊗id)⊗id

a // A⊗(B⊗C)
ξ⊗(id⊗id)

((X⊗Y )⊗B)⊗C
a⊗id
(X⊗(Y ⊗B))⊗C
a(a−1⊗id)
// (X⊗Y )⊗(B⊗C) .
On ve´rifie alors que tous les diagrammes dans les faces de (336), sont de diagrammes com-
mutatifs. En effet, par hypothe`se η0 ⊗ id, η1, η2, η3 et id ⊗ η4 sont commutatifs. Ensuite, puisque
l’isomorphisme d’associativite´ a est naturel, I, II et V sont commutatifs. D’un autre, III est un dia-
gramme de la forme (299), qu’on a suppose´ commutatif dans la de´finition d’une cate´gorie mono¨ıdale.
Enfin, IV est commutatif car ⊗ est un foncteur en deux variables.
Pour montrer maintenant que N (G) satisfait la condition d’extension de Kan en dimension 3,
remarquons que si on se donne seulement quatre des 3-simplexes de (η0, . . . , η4) sauf disons ηk, et
on suppose que :
d2i ηj = d
2
j−1ηi pour 0 ≤ i < j ≤ 4 et i, j ≠ k ;
on peut toujours construire le cube (336), dont tous les diagrammes dans les faces sont commutatifs,
sauf a priori celui qui corresponde au ηk manquant.
Donc, le proble`me d’extension a une solution unique, car les foncteurs (id⊗ − ) et (− ⊗ id) sont
pleins et fide`les. 
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Remarquons :
Corollaire 14.0.6. Il existe un isomorphisme naturel de foncteurs :
(337) 2-Grp
	 Γ
N //
s

∆̂ 0
Ω⋆

Grpd
N
// ∆̂
ou` s∶ 2-Grp // Grpd est le foncteur groupo¨ıde sous-jacent et Ω⋆∶ ∆̂ 0 // ∆̂ est le foncteur
espace de lacet simplicial sur ⋆ de (192).
De´monstration. Notons pour commencer que :
N(s(G))
0
= { A ∣ A est un objet de G } = Ω⋆(N (G))0 ,
N(s(G))
1
= { f ∶ A // B ∣ f est un morphisme de G }
et
Ω⋆(N (G))1 = { ξ∶ 1⊗X // Y ∣ ξ est un morphisme de G } ,
ou` les morphismes faces et de´ge´ne´rescences de N(s(G)) sont donne´s par :
d0(f) = B, d1(f) = A et s0(A) = idA
et ceux de Ω⋆(N (G)) par
d0(ξ) =X , d1(ξ) = Y et s0(A) = ℓ−1A .
On de´finit la fonction :
Ω⋆(N (G))0 (ΓG)0 // N(s(G))0
comme l’identite´ et la fonction :
Ω⋆(N (G))1 (ΓG)1 // N(s(G))1
par la re`gle :
( 1⊗X ξ // Y ) z→ ( Y ξ−1 // 1⊗X ℓ−1X // X ) .
On obtient ainsi un morphisme d’ensembles simpliciaux tronque´s :
(338) τ∗1 (Ω⋆(N (G))) // τ∗1 (N(s(G)))
ou` τ∗1 ∶ ∆̂
// ∆̂ ≤1 est le foncteur de troncation.
Vu que d’apre`s la Proposition 14.0.5, le Lemmes 10.2.5 et le Corollaire 12.1.3 les ensembles
simpliciaux Ω⋆(N (G)) et N(s(G) sont de 1-groupo¨ıdes de Kan, Ω⋆(N (G)) et N(s(G) sont des
ensembles simpliciaux faiblement 1-cosquelettiques. Donc pour e´tendre le morphisme (338) de fac¸on
unique en un morphisme d’ensembles simpliciaux :
Ω⋆(N (G)) ΓG // N(s(G)) ,
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il suffit de ve´rifier que si on se donne un 2-simplexe de Ω⋆(N (G)) :
(339)
Z 1⊗ Y
ξ2oo
1⊗ (1⊗X)
1⊗ξ0
OO
a ≅
1⊗X
ξ1
OO
(1⊗ 1)⊗X ,
ℓ−1
1
⊗X
oo
alors on a un diagramme commutatif de G :
Y
ξ−10
''
1⊗ Y
ℓ−1Y
77
1⊗X
ℓ−1X
&&
Z
ξ−12
99
ξ−11
// 1⊗X
ℓ−1X
// X .
Pour cela remarquons que d’apre`s les diagrammes commutatifs :
1⊗X
ξ0 //
ℓ1⊗X

Y
ℓY

1⊗ (1⊗X)
1⊗ξ0
// 1⊗X ,
1⊗X
ℓ1⊗X
""
ℓ1⊗X
||(1⊗ 1)⊗X
a1,1,X
// 1⊗ (1⊗X)
et (339), on a que :
ℓ−1X ○ ξ
−1
0 ○ ℓ
−1
Y ○ ξ
−1
2 = (ξ2 ○ ℓY ○ ξ0 ○ ℓX)−1
= (ξ2 ○ (1⊗ ξ0) ○ (a1,1,X) ○ (ℓ1 ⊗X) ○ ℓX)−1
= (ξ1 ○ ℓX)−1 = ℓ−1X ○ ξ−11 .
Γ est une transformation naturelle :
Si F ∶ G // H est un morphisme de 2-groupes il suffit de montrer qu’on a un carre´ commutatif :
Ω⋆(N (G))n (ΓG)n //
Ω⋆N (F )n

N(s(G))
n
N s(F )n

Ω⋆(N (H))n (ΓH)n // N(s(H))n ,
pour 0 ≤ n ≤ 1.
En effet si n = 0 le carre´ commute e´videment. D’un autre si n = 1 et ξ∶ 1⊗X // Y est un
1-simplexe de Ω⋆(NH) on a que les morphismes :
(ΓH)1 ○ (Ω⋆(N F ))1( 1⊗X ξ // Y ) = (ΓH)1( 1⊗F (X)
mF
1,X // F (1⊗X) F (ξ) // FY )
= ( FY F (ξ)−1// F (1⊗X)(mF1,X)−1// 1⊗F (X) ℓ−1FX // FX )
et
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(N(sF ))
1
○ (ΓH)1( 1⊗X ξ // Y ) = (N(sF ))1( Y ξ
−1
// 1⊗X
ℓ−1X // X )
= ( FY F (ξ)−1// F (1⊗X)F (ℓX)−1// FX )
sont e´gaux parce qu’on a un triangle commutatif :
F (1⊗X) mF1,X // 1⊗FX
FX
F (ℓX)
ff
ℓFX
99

L’e´nonce´ re´ciproque de la Proposition 14.0.5 a e´te´ montre´ par Duskin dans [Dus02] :
Lemme 14.0.7. Si Z est un ensemble simplicial re´duit lequel est un 2-groupo¨ıde de Kan, alors
il existe un 2-groupe G et un isomorphisme d’ensembles simpliciaux Z ≅ N (G). En particulier un
ensemble simplicial re´duit Z est un 2-groupo¨ıde de Kan si et seulement si Z est isomorphe au nerf
d’un 2-groupe (voir la Proposition 14.0.5).
Montrons finalement :
Corollaire 14.0.8. Si 0 ≤ i ≤ 1 on a des isomorphismes naturels de foncteurs :
(πi αi +3 πi+1 ○N )∶2-Grp // Grp .
Donc un morphisme de 2-groupes F est une e´quivalence faible de 2-groupes si et seulement si,
N (F ) est une 2-e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux re´duits si et seulement si, N (F ) est une
∞-e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux.
En particulier, le foncteur nerf pour les 2-groupes N ∶ 2-Grp // ∆̂ 0 induit un foncteur essen-
tiellement surjectif :
2-hGrp
hN // Ho2( ∆̂ 0)
de la cate´gorie homotopique des 2-groupes vers la cate´gorie des 2-types d’homotopie re´duits (la
cate´gorie homotopique des 2-groupes).
De´monstration. D’apre`s la Proposition 14.0.5 si G est un 2-groupe l’ensemble simplicial NG
est un complexe de Kan. Donc si 0 ≤ i ≤ 1 on peut de´finir les groupes πi+1(NG,⋆) de fac¸on combi-
natoire par les re`gles des Propositions 8.6.1 et 8.6.2.
α0 : L’ensemble sous-jacent au groupe π1(NG,⋆) est e´gal a` l’ensemble d’objets de G soumis a`
la relation d’e´quivalence :
(340) X ∼ Y s’il existe un morphisme de G de la forme X ⊗ 1 // Y .
Remarquons que si on conside`re la relation a` isomorphisme pre`s dans l’ensemble des objets du
groupo¨ıde G :
(341) X ∼′ Y s’il existe un morphisme de G de la forme X // Y ,
il se suit que ∼=∼′ parce que on a l’isomorphisme naturel ℓ?. Donc π0(G) = π1(NG) en tant que
ensembles.
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D’un autre si on pose [A] pour note la classe d’un objet de G a` isomorphisme pre`s on a que
[A] ⋅ [B] = [C] dans le groupe π1(NG) si et seulement s’il existe un morphisme de G de la forme :
A⊗B
ξ // C .
Vu qu’on a des morphismes :
A⊗ 1
ℓ−1A // A et 1⊗A
r−1A // A,
pour A un objet quelconque de G, il se suit que l’e´le´ment neutre du groupe π1(NG) est la classe de
l’objet s0(⋆) = 1. De la meˆme fac¸on si X et Y sont des objets de G on a que [X] ⋅ [Y ] = [X ⊗ Y ]
parce qu’on a un morphisme :
(X)⊗ (Y ) id // (X ⊗ Y ) .
Donc π0(G) = π1(NG) en tant que groupes, c’est-a`-dire :
(π0 α0 +3 π1 ○N )∶2-Grp // Grp
est la transformation identite´.
α1 : Remarquons que l’ensemble sous-jacent au groupe π2(NG) est e´gal a` l’ensemble des mor-
phismes de G de la forme ξ ∶ 1⊗ 1 // 1 , soumis a` la relation d’e´quivalence :
ξ ∼ ξ′ s’il existe
1 1⊗1
ξ′oo
1⊗(1⊗1)
1⊗ℓ−1
1
OO
a ≅
1⊗1
ℓ−1
1
OO
(1⊗1)⊗1
ξ⊗1
oo
commutatif.
Vu que (1 ⊗ ℓ−11 ) ○ a = ℓ−11⊗1, il se suit de la naturalite´ de l’isomorphisme ℓ?, que ξ ∼ ξ′ si et
seulement si ξ ⊗ 1 = ξ′ ⊗ 1. Donc, ξ ∼ ξ′ si et seulement si ξ = ξ′ parce que le foncteur − ⊗ 1 est
pleinement fide`le. Autrement dit l’ensemble sous-jacent a` π2(NG) est simplement l’ensemble des
morphismes de G de la forme ξ ∶ 1⊗ 1 // 1 .
Remarquons aussi que si ξ, ξ′, ξ′′ ∶ 1⊗ 1 // 1 sont des morphismes de G alors ξ ⋅ ξ′ = ξ′′ dans
π2(NG) s’il existe un diagramme commutatif de G :
1 1⊗ 1
ξ′′oo
1⊗ (1⊗ 1)
1⊗ℓ−1
1
OO
a ≅
1⊗ 1
ξ′
OO
(1⊗ 1)⊗ 1
ξ⊗1
oo
Montrons que la transformation :
(π1 α1 +3 π2 ○N )∶2-Grp // Grp
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de´finie par la famille des fonctions :
π1(G) α
1
G // π2(NG)
ϕ
✤ // ϕ ○ ℓ−11 = ϕ ○ r
−1
1
si G est un 2-groupe ,
est bien un isomorphisme naturel de groupes.
En effet pour commencer on note que α1G est une bijection dont l’inverse est de´finie par la re`gle :
(α1G)−1(ξ) = ξ ○ ℓ1 = ξ ○ r1 .
D’un autre si ϕ et ψ sont des e´le´ments de π1(G) remarquons qu’on a un diagramme commutatif :
1 1⊗ 1
(ψ○ϕ)○ℓ−1
1oo
1⊗ (1⊗ 1)
1⊗ℓ−1
1
OO
a ≅
1⊗ 1
ψ○ℓ−1
1
OO
(1⊗ 1)⊗ 1
(ϕ○ℓ−1
1
)⊗1
oo
parce qu’on a les diagrammes commutatifs de G :
1
ϕ // 1
1⊗ 1
ϕ⊗1
//
ℓ−1
1
OO
1⊗ 1
ℓ−1
1
OO
,
(1⊗ 1)⊗ 1
ℓ−1
1
⊗1 ##
(ϕ○ℓ−1
1
)⊗1 // 1⊗ 1
1⊗ 1
ϕ⊗1
>>
et
(1⊗ 1)⊗ 1
ℓ−1
1
⊗1 ""
a // 1⊗ (1⊗ 1)
1⊗ℓ−1
1||
1⊗ 1
.
Autrement dit on a que :
α1G(ϕ) ⋅ α1G(ψ) = α1G(ψ ○ϕ)
Donc α1G est un isomorphisme de groupes.
Ve´rifions que α1 est une transformation naturelle : Si F ∶ G // H est un morphisme de 2-
groupes on a par de´finition que :
π2(NG) F∗ // π2(NH, )
ξ
✤ // F (ξ) ○mF1,1
et
π1(G) F∗ // π1(H, ) .
ϕ
✤ // F (ϕ)
Il se suit qu’on a un carre´ commutatif :
π1(G) α
1
G //
F∗

π2(N (G))
F∗

π1(H)
α1G
// π2(N (H))
parce qu’on a un triangle commutatif :
1 F (l1)
''
l1
vv
F (1⊗ 1)
m1,1
// 1⊗ 1 .
On de´duit de ce qu’on a montre´ qu’un morphisme de 2-groupes F est une e´quivalence faible
de 2-groupes si et seulement si N (F ) est une 2-e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux re´duits.
Pour montrer que N (F ) est une 2-e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux re´duits si et seulement
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si N (F ) est une ∞-e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux remarquons que les groupes πi(NG)
sont nuls pour i = 0 et i ≥ 3.
Donc le foncteur nerf pour les 2-groupes N ∶ 2-Grp // ∆̂ 0 induit un foncteur :
2-hGrp
hN // Ho2(∆̂ 0) .
lequel est essentiellement surjectif d’apre`s la Proposition 11.2.6 et le Lemme 14.0.7. 
§14.1. Si G est un 2-groupe d’apre`s la Proposition 14.0.5 l’ensemble simplicial N (G) est un
objet fibrant de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ 0,Wred2 ,mono,fibred2 ), il se suit du Corollaire 10.2.7
que si X est un ensemble simplicial quelconque l’ensemble simplicial Hom∆̂ 0(X,N (G)) est un objet
fibrant de la cate´gorie de mode`les ( ∆̂ ,W1,mono,fib1) i.e. un complexe de Kan dont les groupes
d’homotopie πi sont nuls pour i ≥ 2.
On est tenter a penser que l’ensemble simplicial Hom ∆̂ 0(X,N (G)) est un 1-groupo¨ıde de Kan
i.e. le nerf d’un groupo¨ıde (voir le Lemme 11.2.12), par contre c’est pas le cas en ge´ne´ral :
Lemme 14.1.1. Si G est un 2-groupe ve´rifiant la proprie´te´ :
Pour tout objet X de G il existe au moins un morphisme non identite´ f de
source X.
l’ensemble simplicial Hom∆̂ 0(∆1/sq0∆1,N (G)) n’est pas un 1-groupo¨ıde de Kan.
De´monstration. Remarquons que l’ensemble Hom ∆̂ 0(∆1/sq0∆1,N (G))n s’identifie a` l’en-
semble :
(342) Hom∆̂ ((∆1 ×∆n)/(sq0∆1 ×∆n),N (G)) .
Pour comprendre la fonction :
(343)
Hom∆̂(∆2,Hom ∆̂ 0(∆1/sq0∆1,N (G))) α
1,k
// Hom ∆̂(Λ2,k,Hom∆̂ 0(∆1/sq0∆1,N (G)))
on va de´crire l’ensemble (342) pour 0 ≤ n ≤ 2.
n = 0 : L’ensemble simplicial (∆1 × ∆0)/(sq0∆1 × ∆0) est isomorphe a` l’ensemble simplicial
∆1/sq0∆1. Un morphisme de ∆1/sq0∆1 vers N (G) est de´termine´ par un 1-simplexe de N (G)
c’est-a`-dire par un objet de G.
n = 1 : On veut de´crire l’ensemble simplicial (∆1 ×∆1)/(sq0∆1 ×∆1) ; pour cela remarquons
que :
(∆10 ×∆10)/((sq0∆1)0 ×∆10) = ∅ ,
(∆11 ×∆11)/((sq0∆1)1 ×∆11) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(id[1], id[1]), (id[1], δ0σ0), (id[1], δ1σ0)
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
et
(∆12 ×∆12)/((sq0∆1)2 ×∆12) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(σ0, σ0), (σ0, σ1), (σ0, δ0σ0σ0), (σ0, δ1σ0σ0)
(σ1, σ0), (σ1, σ1), (σ1, δ0σ0σ0), (σ1, δ1σ0σ0)
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ ;
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en plus dans l’ensemble simplicial ∆1 ×∆1 on a que :
s0(id[1], id[1]) = (σ0, σ0) s1(id[1], id[1]) = (σ1, σ1)
s0(id[1], δ0σ0) = (σ0, δ0σ0σ0) s1(id[1], δ0σ0) = (σ1, δ0σ0σ0)
s0(id[1], δ1σ0) = (σ0, δ1σ0σ0) s1(id[1], δ1σ0) = (σ1, δ1σ0σ0) .
Plus encore,
Lemme 14.1.2. (∆1 ×∆1)/(sq0∆1 ×∆1) est un ensemble simplicial 2-squelettique, c’est-a`-dire
tous ses n-simplexes sont de´ge´ne´re´s pour n ≥ 3.
De´monstration. En effet, il suffit de montrer cette affirmation pour l’ensemble simplicial
∆1 ×∆1 : Remarquons que si m ≥ 3 les e´le´ments de ∆1m ×∆
1
m sont les couples :
(ϕσi1 . . . σim−1 , ψσj1 . . . σjm−1)
ou` ϕ et ψ sont des morphismes [1] // [1] de ∆ et 0 ≤ i1 < ⋅ ⋅ ⋅ < im−1 ≤ 2, 0 ≤ j1 < ⋅ ⋅ ⋅ < jm−1 ≤ 2
sont de suites des entiers. Il se suit en particulier que m − 2 ≤ im−1, jm−1 ≤m − 1.
Dans le cas ou` im−1 = jm−1 = k on a que :
sk(ϕσi1 . . . σim−2 , ψσj1 . . . σjm−2) = (ϕσi1 . . . σim−1 , ψσj1 . . . σjm−1)
Supposons que m − 2 = im−1 < jm−1 =m − 1. On ve´rifie d’abord que :
i1 = 0, i2 = 1, . . . im−2 =m − 3, im−1 =m − 2 et m − 3 ≤ jm−2 ≤m − 2 .
Vu que σkσl = σl−1σk toujours que k < l, dans le cas ou` jm−2 =m − 2 on a que :
(ϕσi1 . . . σim−2σim−1 , ψσj1 . . . σjm−2σjm−1) = (ϕσ0 . . . σm−3σm−2, ψσj1 . . . σm−2σm−1)
= (ϕσ0 . . . σm−3σm−2, ψσj1 . . . σm−2σm−2)
= sm−2(ϕσ0 . . . σm−3, ψσj1 . . . σm−2) ,
et dans le cas ou` jm−2 =m − 3 on a que :
(ϕσi1 . . . σim−2σim−1 , ψσj1 . . . σjm−2σjm−1) = (ϕσ0 . . . σm−3σm−2, ψσj1 . . . σm−3σm−1)
= (ϕσ0 . . . σm−3σm−3, ψσj1 . . . σm−2σm−3)
= sm−3(ϕσ0 . . . σm−3, ψσj1 . . . σm−2) .
Donc ∆1 ×∆1 n’a pas de n-simplexes non-de´ge´ne´re´s si n ≥ 3. 
On de´duit que l’ensemble simplicial quotient (∆1×∆1)/(sq0∆1×∆1) a un seul 0-simplexe, trois
1-simplexes non-de´ge´ne´re´s associe´s aux 1-simplexes de ∆1 ×∆1 :
(id[1], id[1]), (id[1], δ0σ0), (id[1], δ1σ0)
et deux 2-simplexes non-de´ge´ne´re´s :
(σ0, σ1), (σ1, σ0) .
Vu que dans l’ensemble simplicial ∆1 ×∆1 on a que :
d0(σ0, σ1) = (id[1], δ0σ0) d1(σ0, σ1) = (id[1], id[1]) d2(σ0, σ1) = (δ1σ0, id[1])
d0(σ1, σ0) = (δ0σ0, id[1]) d1(σ1, σ0) = (id[1], id[1]) d2(σ1, σ0) = (id[1], δ1σ0) .
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il se suit que se donner un e´le´ment de l’ensemble :
Hom∆̂ ((∆1 ×∆1)/(sq0∆1 ×∆1),N (G)) ,
e´quivaut a` se donner trois objets et deux morphismes de G :
(344) 1⊗X(id[1],δ0σ0)
ξ(σ0,σ1) // X(id[1],id[1]) X(id[1],δ1σ0) ⊗ 1
ξ(σ1,σ0)oo
n = 2 : Pour de´crire l’ensemble simplicial (∆1 ×∆2)/(sq0∆1 ×∆2) remarquons que :
(∆10 ×∆20)/((sq0∆1)0 ×∆20) = ∅ ,
(∆11 ×∆21)/((sq0∆1)1 ×∆21) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(id[1], ϕ)
RRRRRRRRRRR ϕ ∈ {δ0, δ1, δ2, δ1δ0σ0, δ2δ0σ0, δ2δ1σ0}
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
(∆12 ×∆22)/((sq0∆1)2 ×∆22) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(ψ,ϕ)
RRRRRRRRRRR ψ ∈ {σ0, σ1} et ϕ ∈ {id[2], δ0σ0, δ1σ0, δ2σ0,
δ0σ1, δ1σ1, δ2σ1, δ1δ0σ0σ0, δ2δ0σ0σ0, δ2δ1σ0σ0}
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭
et
(∆13 ×∆23)/((sq0∆1)3 ×∆23) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩(ψ,ϕ)
RRRRRRRRRRR ψ ∈ {σ0σ0, σ1σ0, σ1σ1} et ϕ ∈ {σ0, σ1, σ2, δ0σ0σ0,
δ0σ1σ0, δ0σ1σ1, δ1σ0σ0, δ1σ1σ0, δ1σ1σ1, δ2σ0σ0,
δ2σ1σ0, δ2σ1σ1, δ1δ0σ0σ0σ0, δ2δ0σ0σ0σ0, δ2δ1σ0σ0σ0}
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ .
D’un autre on montre que (∆1 ×∆2)/(sq0∆1 ×∆2) est un ensemble simplicial 3-squelettique
par la meˆme me´thode que dans la preuve du Lemme 14.1.2 et on ve´rifie que :
s0(id[1], δ0) = (σ0, δ0σ0) s0(id[1], δ1δ0σ0) = (σ0, δ1δ0σ0σ0)
s0(id[1], δ1) = (σ0, δ1σ0) s0(id[1], δ2δ0σ0) = (σ0, δ2δ0σ0σ0)
s0(id[1], δ2) = (σ0, δ2σ0) s0(id[1], δ2δ1σ0) = (σ0, δ2δ1σ0σ0)
s1(id[1], δ0) = (σ1, δ0σ1) s1(id[1], δ1δ0σ0) = (σ1, δ1δ0σ0σ0)
s1(id[1], δ1) = (σ1, δ1σ1) s1(id[1], δ2δ0σ0) = (σ1, δ2δ0σ0σ0)
s1(id[1], δ2) = (σ1, δ2σ1) s1(id[1], δ2δ1σ0) = (σ1, δ2δ1σ0σ0)
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s0(σ0, id[2]) = (σ0σ0, σ0) s0(σ1, id[2]) = (σ1σ0, σ0)
s0(σ0, δ0σ0) = (σ0σ0, δ0σ0σ0) s0(σ1, δ0σ0) = (σ1σ0, δ0σ0σ0)
s0(σ0, δ1σ0) = (σ0σ0, δ1σ0σ0) s0(σ1, δ1σ0) = (σ1σ0, δ1σ0σ0)
s0(σ0, δ2σ0) = (σ0σ0, δ2σ0σ0) s0(σ1, δ2σ0) = (σ1σ0, δ2σ0σ0)
s0(σ0, δ0σ1) = (σ0σ0, δ0σ1σ0) s0(σ1, δ0σ1) = (σ1σ0, δ0σ1σ0)
s0(σ0, δ1σ1) = (σ0σ0, δ1σ1σ0) s0(σ1, δ1σ1) = (σ1σ0, δ1σ1σ0)
s0(σ0, δ2σ1) = (σ0σ0, δ2σ1σ0) s0(σ1, δ2σ1) = (σ1σ0, δ2σ1σ0)
s0(σ0, δ1δ0σ0σ0) = (σ0σ0, δ1δ0σ0σ0σ0) s0(σ1, δ1δ0σ0σ0) = (σ1σ0, δ1δ0σ0σ0σ0)
s0(σ0, δ2δ0σ0σ0) = (σ0σ0, δ2δ0σ0σ0σ0) s0(σ1, δ2δ0σ0σ0) = (σ1σ0, δ2δ0σ0σ0σ0)
s0(σ0, δ2δ1σ0σ0) = (σ0σ0, δ2δ1σ0σ0σ0) s0(σ1, δ2δ1σ0σ0) = (σ1σ0, δ2δ1σ0σ0σ0)
s1(σ0, id[2]) = (σ0σ0, σ1) s1(σ1, id[2]) = (σ1σ1, σ1)
s1(σ0, δ0σ0) = (σ0σ0, δ0σ0σ0) s1(σ1, δ0σ0) = (σ1σ1, δ0σ0σ0)
s1(σ0, δ1σ0) = (σ0σ0, δ1σ0σ0) s1(σ1, δ1σ0) = (σ1σ1, δ1σ0σ0)
s1(σ0, δ2σ0) = (σ0σ0, δ2σ0σ0) s1(σ1, δ2σ0) = (σ1σ1, δ2σ0σ0)
s1(σ0, δ0σ1) = (σ0σ0, δ0σ1σ1) s1(σ1, δ0σ1) = (σ1σ1, δ0σ1σ1)
s1(σ0, δ1σ1) = (σ0σ0, δ1σ1σ1) s1(σ1, δ1σ1) = (σ1σ1, δ1σ1σ1)
s1(σ0, δ2σ1) = (σ0σ0, δ2σ1σ1) s1(σ1, δ2σ1) = (σ1σ1, δ2σ1σ1)
s1(σ0, δ1δ0σ0σ0) = (σ0σ0, δ1δ0σ0σ0σ0) s1(σ1, δ1δ0σ0σ0) = (σ1σ1, δ1δ0σ0σ0σ0)
s1(σ0, δ2δ0σ0σ0) = (σ0σ0, δ2δ0σ0σ0σ0) s1(σ1, δ2δ0σ0σ0) = (σ1σ1, δ2δ0σ0σ0σ0)
s1(σ0, δ2δ1σ0σ0) = (σ0σ0, δ2δ1σ0σ0σ0) s1(σ1, δ2δ1σ0σ0) = (σ1σ1, δ2δ1σ0σ0σ0)
s2(σ0, id[2]) = (σ1σ0, σ2) s2(σ1, id[2]) = (σ1σ1, σ2)
s2(σ0, δ0σ0) = (σ1σ0, δ0σ1σ0) s2(σ1, δ0σ0) = (σ1σ1, δ0σ1σ0)
s2(σ0, δ1σ0) = (σ1σ0, δ1σ1σ0) s2(σ1, δ1σ0) = (σ1σ1, δ1σ1σ0)
s2(σ0, δ2σ0) = (σ1σ0, δ2σ1σ0) s2(σ1, δ2σ0) = (σ1σ1, δ2σ1σ0)
s2(σ0, δ0σ1) = (σ1σ0, δ0σ1σ1) s2(σ1, δ0σ1) = (σ1σ1, δ0σ1σ1)
s2(σ0, δ1σ1) = (σ1σ0, δ1σ1σ1) s2(σ1, δ1σ1) = (σ1σ1, δ1σ1σ1)
s2(σ0, δ2σ1) = (σ1σ0, δ2σ1σ1) s2(σ1, δ2σ1) = (σ1σ1, δ2σ1σ1)
s2(σ0, δ1δ0σ0σ0) = (σ1σ0, δ1δ0σ0σ0σ0) s2(σ1, δ1δ0σ0σ0) = (σ1σ1, δ1δ0σ0σ0σ0)
s2(σ0, δ2δ0σ0σ0) = (σ1σ0, δ2δ0σ0σ0σ0) s2(σ1, δ2δ0σ0σ0) = (σ1σ1, δ2δ0σ0σ0σ0)
s2(σ0, δ2δ1σ0σ0) = (σ1σ0, δ2δ1σ0σ0σ0) s2(σ1, δ2δ1σ0σ0) = (σ1σ1, δ2δ1σ0σ0σ0) .
Autrement dit l’ensemble simplicial quotient (∆1 ×∆2)/(sq0∆1 ×∆2) a un seul 0-simplexe, six
1-simplexes non-de´ge´ne´re´s associe´s aux 1-simplexes de ∆1 ×∆2 suivants :
(id[1], δ0), (id[1], δ1), (id[1], δ2), (id[1], δ1δ0σ0), (id[1], δ2δ0σ0) et (id[1], δ2δ1σ0);
huit 2-simplexes non-de´ge´ne´re´s :
(σ0, id[1]), (σ1, id[1]), (σ0, δ0σ1), (σ0, δ1σ1), (σ0, δ2σ1), (σ1, δ0σ0), (σ1, δ1σ0) et (σ1, δ2σ0);
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et trois 3-simplexes non-de´ge´ne´re´s :
(σ0σ0, σ2), (σ1σ0, σ1) et (σ1σ1, σ0) .
Vu qu’on a les e´galite´s :
d0(σ0, id[1]) = (id[1], δ0), d1(σ0, id[1]) = (id[1], δ1) et d2(σ0, id[1]) = (δ1σ0, δ2),
d0(σ1, id[1]) = (δ0σ0, δ0), d1(σ1, id[1]) = (id[1], δ1) et d2(σ1, id[1]) = (id[1], δ2),
d0(σ0, δ0σ1) = (id[1], δ1δ0σ0), d1(σ0, δ0σ1) = (id[1], δ0) et d2(σ0, δ0σ1) = (δ1σ0, δ0),
d0(σ0, δ1σ1) = (id[1], δ1δ0σ0), d1(σ0, δ1σ1) = (id[1], δ1) et d2(σ0, δ1σ1) = (δ1σ0, δ1),
d0(σ0, δ2σ1) = (id[1], δ2δ0σ0), d1(σ0, δ2σ1) = (id[1], δ2) et d2(σ0, δ2σ1) = (δ1δ0, δ2),
d0(σ1, δ0σ0) = (δ0σ0, δ0), d1(σ1, δ0σ0) = (id[1], δ0) et d2(σ1, δ0σ0) = (id[1], δ2δ0σ0),
d0(σ1, δ1σ0) = (δ0σ0, δ1), d1(σ1, δ1σ0) = (id[1], δ1) et d2(σ1, δ1σ0) = (id[1], δ2δ1σ0),
d0(σ1, δ2σ0) = (δ0σ0, δ2), d1(σ1, δ2σ0) = (id[1], δ2) et d2(σ1, δ2σ0) = (id[1], δ2δ1σ0),
d0(σ0σ0, σ2) = (σ0, δ0σ1)d1(σ0σ0, σ2) = (σ0, δ1σ1)d2(σ0σ0, σ2) = (σ0, id[1])d3(σ0σ0, σ2) = (δ1σ0σ0, id[1])
d0(σ1σ0, σ1) = (σ1, δ0σ0)d1(σ1σ0, σ1) = (σ1, id[1])d2(σ1σ0, σ1) = (σ0, id[1])d3(σ1σ0, σ1) = (σ0, δ2σ1)
et
d0(σ1σ1, σ0) = (δ0σ0σ0, id)d1(σ1σ1, σ0) = (σ1, id[1])d2(σ1σ1, σ0) = (σ1, δ1σ0)d3(σ1σ1, σ0) = (σ1, δ2σ0) ;
il se suit que se donner un e´le´ment de l’ensemble :
Hom∆̂ ((∆1 ×∆2)/(sq0∆1 ×∆2),N (G)) ,
e´quivaut a` se donner un diagramme en G de la forme :
(345)
(X(id[1],δ2δ1σ0) ⊗ 1) ⊗ 1
ξ(σ1,δ2σ0)
⊗1
//
η(σ1σ1,σ0)
X(id[1],δ2) ⊗ 1
ξ(σ1,id[1])

η(σ1σ0,σ1)
(1⊗X(id[1],δ2δ0σ0)) ⊗ 1
ξ(σ0,δ2σ1)
⊗1
oo
X(id[1],δ2δ1σ0) ⊗ (1⊗ 1)
X
(id[1],δ2δ1σ0)⊗r
−1
1

a ≅
1⊗ (X(id[1],δ2δ0σ0) ⊗ 1)
1⊗ξ(σ1,δ0σ0)

a≅
X(id[1],δ2δ1σ0) ⊗ 1 ξ(σ1,δ1δ0)
// X(id[1],δ1)
η(σ0σ0,σ2)
1⊗X(id[1],δ0)
ξ(σ0,id[1])
oo
1⊗ (1⊗X(id[1],δ1δ0σ0))
1⊗ξ(σ0,δ0σ1)
OO
a≅
1⊗X(id[1],δ1δ0σ0)
ξ(σ0,δ1σ1)
OO
(1⊗ 1) ⊗X(id[1],δ1δ0σ0)r−1
1
⊗X(id[1],δ1δ0σ0)
oo
Finalement remarquons que dans l’ensemble simplicial Hom∆̂ 0(∆1/sq0∆1,N (G)) les images
par les fonctions d0, d1 et d2 du 2-simplexe (345) sont les 1-simplexes :
1⊗X(id[1],δ1δ0σ0)
ξ(σ0,δ0σ1)// X(id[1],δ0) X(id[1],δ2δ0σ0) ⊗ 1 ,
ξ(σ1,δ0σ0)oo
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1⊗X(id[1],δ1δ0σ0)
ξ(σ0,δ1σ1)// X(id[1],δ1) X(id[1],δ2δ1σ0) ⊗ 1 et
ξ(σ1,δ1σ0)oo
1⊗X(id[1],δ2δ0σ0)
ξ(σ0,δ2σ1)// X(id[1],δ0) X(id[1],δ2δ1σ0) ⊗ 1 ,
ξ(σ1,δ2σ0)oo
respectivement.
On de´duit de cette description que si 0 ≤ k ≤ 2 et G est un 2-groupe ve´rifiant les hypothe`se de
l’e´nonce´ du Lemme 14.1.1 alors la fonction :
(346)
Hom∆̂(∆2,Hom ∆̂ 0(∆1/sq0∆1,N (G))) α
1,k
// Hom ∆̂(Λ2,k,Hom∆̂ 0(∆1/sq0∆1,N (G)))
induite de l’inclusion Λ2,k
 α
m,k
// ∆2 n’est pas injective ; ce qu’implique que l’ensemble simplicial
Hom∆̂ 0(∆1/sq0∆1,N (G)) n’est pas un 1-groupo¨ıde de Kan. 
§14.2. Si X est un ensemble simplicial re´duit et G est un 2-groupe, un de´terminant de X a`
valeurs dans G est par de´finition un couple de fonctions D = (D,T ) :
X1
D // {Objets de G} et X2 T // {Morphismes de G}
ve´rifiant les proprie´te´s :
(i) (Compatibilite´) Si ξ ∈X2 alors T (ξ) est un morphisme de G de la forme :
D(d2ξ)⊗D(d0ξ) T (ξ) // D(d1ξ) .
(ii) (Unitaire) On a que D(s0 ⋆) = 1 et T (s0 ○ s0 ⋆) = ℓ−11 = r−11 .
(iii) (Associativite´) Si η ∈ X3 on a un diagramme commutatif :
D(A03) D(A01)⊗D(A13)T (d2 η)oo
D(A01)⊗ (D(A12)⊗D(A23))
a ≅
D(A01)⊗T (d0 η)
OO
D(A02)⊗D(A23)
T (d1 η)
OO
(D(A01)⊗D(A12))⊗D(A23) ,
T (d3 η)⊗D(A23)
oo
ou` A03 =d1d1η = d1d2η A01 = d2d2η = d2d3η A13 = d1d0η = d0d2η
A02 =d2d1η = d1d3η A23 = d0d0η = d0d1η A12 = d2d0η = d0d3η .
On pose detX(G) pour noter l’ensemble des de´terminants d’un ensemble simplicial re´duit X a`
valeurs dans un 2-groupe G. Observons qu’on a un foncteur :
(347) ∆̂
op
0 × 2-Grp
det // Ens ,
(X,G) z→ detX(G)
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de´fini dans un morphisme d’ensembles simpliciaux re´duits f ∶ Y // X et un morphisme de 2-
groupes F = (F,mF )∶ G // H par la fonction :
detX(G) detf(F ) // detY (H)
(D,T ) z→ (D,T )
ou` :
(348) Y1
D // {Objets de H}
B ↦ F (D(f1B))
et Y2
T // {Morphismes de H}
τ ↦ F (T (f2τ)) ○mF
Montrons que la couple (D,T ) est effectivement un de´terminant de Y a` valeurs dans H : En
effet pour commencer remarquons que si τ est un 2-simplexe de Y alors T (f2τ) est un morphisme
de G de la forme :
D(d2 f2 τ)⊗D(d0 f2 τ) T (f2 τ)// D(d1 f2 τ) ;
alors T (τ) est un morphisme de H de la forme :
D(d2 τ)⊗D(d0 τ) T (τ) // D(d1 τ) ,
parce que si 0 ≤ i ≤ 2 on a que :
F (D(di ○ f2 τ)) = F (D ○ f1(di τ)) = D(di τ) .
D’un autre coˆte´ on a que :
D(s0 ⋆) = F (D(f1 ○ s0 ⋆)) = F (D(s0 ○ f1 ⋆)) = F (D(s0 ⋆)) = F (1) = 1
et
T (s0s0 ⋆) = F (T (f2s0s0 ⋆)) ○mF = F (T (s0s0 ⋆)) ○mF = F (ℓ−11 ) ○mF1,1 = ℓ−11 .
On ve´rifie sans peine que (347) est un foncteur, par exemple si on se donne des morphismes des
ensembles simpliciaux re´duits :
Z
g // Y
f // X
et des morphismes de 2-groupes :
G
F // H
G // K
pour montrer que detg(G) ○ detf(F ) = detf○g(G ○ F ) il suffit de noter que pour tout de´terminant(D,T ) de X a` valeurs dans G et tout 2-simplexe τ de Z on a un triangle commutatif de K :
(349)
G○F(Df1g1(d2τ))⊗G○F(Df1g1(d0τ))
mG **
mG○F // G○F(Df1g1(d2τ)⊗Df1g1(d0τ))
G(F(Df1g1(d2τ))⊗F(Df1g1(d0τ)))
G(mF )
44
Montrons :
Proposition 14.2.1. Les foncteurs det●1( ●2 ) et Hom∆̂ 0( ●1 , N (●2) ) de source la cate´gorie
produit ∆̂
op
0 × 2-Grp et but la cate´gorie des ensembles Ens sont naturellement isomorphes.
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De´monstration. Si G est un 2-groupe et X est un ensemble simplicial re´duit, remarquons que
la fonction naturelle :
(350) Hom ∆̂ 0(X,N (G)) // detX(G)
f● z→ (f1, f2)
est bien de´finie : En effet si f ∶ X // N (G) est un morphisme d’ensembles simpliciaux, on a par
ailleurs que :
f1(s0⋆) = s0(f0⋆) = s0(⋆) = 1 et f2(s0 ○ s0 ⋆) = s0 ○ s0(f2⋆) = s0 ○ s0(⋆) = ℓ−11 .
D’un autre si ξ ∈ X2 alors f2(ξ) est un 2-simplexe du nerf de G tel que di ○ f2(ξ) = f1 ○ di(ξ),
autrement dit f2(ξ) est un morphisme de G de la forme :
f1(d2 ξ)⊗ f1(d0 ξ) f2(ξ) // f1(d1 ξ) .
En fin si η est un 3-simplexe de X alors f3(η) est un 3-simplexe du nerf de G tel que di ○f3(η) =
f2 ○ di(η), c’est-a`-dire on a diagramme commutatif :
f1(A03) f1(A01)⊗ f1(A13)f2(d2 η)oo
f1(A01)⊗ (f1(A12)⊗ f1(A23))
a ≅
f1(A01)⊗f2(d0 η)
OO
f1(A02)⊗ f1(A23)
f2(d1 η)
OO
(f1(A01)⊗ f1(A12))⊗ f1(A23) ,
f2(d3 η)⊗f1(A23)
oo
ou` A03 =d1d1η = d1d2η A01 = d2d2η = d2d3η A13 = d1d0η = d0d2η
A02 =d2d1η = d1d3η A23 = d0d0η = d0d1η A12 = d2d0η = d0d3η .
Donc si f ∶ X // N (G) est un morphisme d’ensembles simpliciaux, la couple (f1, f2) est bien
un de´terminant de X a` valeurs dans G.
Remarquons d’un autre que d’apre`s le Lemme 14.0.2 l’ensemble simplicial N (G) est 3-cosque-
lettique, donc pour montrer que la fonction (350) est bijective il suffit de ve´rifier que la fonction :
(351) Hom ∆̂ ≤3(τ∗3 (X), τ∗3 (N (G))) // detX(G)
f● z→ (f1, f2)
est bijective ou` τ∗3 ∶ ∆̂
// ∆̂ ≤3 est le foncteur de troncation.
La fonction (351) est injective :
Supposons que f, g∶ τ∗3X
// τ∗3 (N (G)) sont deux morphismes des ensembles simpliciaux tronque´s
tels que f1 = g1 et f2 = g2. On a carre´ment que f0 = g0. D’un autre vu que l’ensemble simplicial N (G)
est faiblement 2-cosquelettique, pour montrer que f3 = g3 il suffit de noter que pour tout α ∈ X3 et
0 ≤ i ≤ 3 on a que :
di(f3α) = f2 ○ di(α) = g2 ○ di(α) = di(g3α) .
La fonction (351) est surjective :
Si (D,T ) est un de´terminant de X a` valeurs dans G on va de´finir un morphisme d’ensembles
simpliciaux f ∶ τ∗3X
// τ∗3 (N (G)) tel que f1 =D et f2 = T .
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Pour commencer on de´finit g∶ τ∗2X // τ
∗
2 (N (G)) par les re`gles g2 = T , g1 = D et g0 = ⋆. τ∗2 f
est effectivement un morphisme d’ensembles simpliciaux tronque´s d’apre`s les proprie´te´s (i) et (ii)
d’un de´terminant et du Lemme qui suit :
Lemme 14.2.2. Soit X un ensemble simplicial re´duit et G un 2-groupe. Si (D,T ) est un de´terminant
de X a` valeurs dans G pour tout e´le´ment A de X1 on a que T (si(A)) = si(D(A)) si 0 ≤ i ≤ 1, c’est-
a`-dire :
1⊗D(A) T (s0(A))= ℓ−1D(A) // D(A) et D(A)⊗ 1 T (s1(A))= r−1D(A) // D(A) .
De´monstration. Si A ∈X1 on va montrer que T (s0(A)) = ℓ−1D(A). On ve´rifie l’e´galite´ T (s1(A)) =
r−1D(A) de fac¸on analogue.
Par ailleurs conside´rons s0s0(A) ∈X3. D’apre`s les proprie´te´s (ii) et (iii) qui ve´rifie le de´terminant(D,T ) on a un diagramme commutatif :
D(A) 1⊗D(A)T (s0A)oo
1⊗ (1⊗D(A))
a ≅
1⊗T (s0A)
OO
1⊗D(A)
T (s0A)
OO
(1⊗ 1)⊗D(A) ;
ℓ−1
1
⊗D(A)
oo
autrement dit on a un triangle commutatif :
(1⊗ 1)⊗D(A) a1,1,D(A) //
ℓ−1
1
⊗D(A) ''
1⊗ (1⊗D(A))
1⊗T (s0A)ww
1⊗D(A)
Vu que l1 = r1 et on a un triangle commutatif :
(1⊗ 1)⊗D(A) a1,1,D(A) //
r−1
1
⊗D(A) ''
1⊗ (1⊗D(A))
1⊗ℓ−1D(A)ww
1⊗D(A)
il se suit que 1⊗ T (s0A) = 1⊗ ℓ−1D(A) .
Donc T (s0(A)) = ℓ−1D(A) parce que 1⊗ ⋅ est une e´quivalence de cate´gories. 
Enfin vu que l’ensemble simplicial N (G) est faiblement 2-cosquelettique, il se suit de la pro-
prie´te´ (iii) d’un de´terminant a` valeurs dans un 2-groupe qu’il existe un seul morphisme d’ensembles
simpliciaux tronque´s f ∶ τ∗3X
// τ∗3 (N (G)) tel que τ∗2 (f) = g, en particulier f1 =D et f2 = T . 
Si D = (D,T ) et D′ = (D′, T ′) sont deux de´terminants d’un ensemble simplicial re´duit X a`
valeurs dans le 2-groupe G, un morphisme de de´terminants H ∶ D // D′ est une fonction :
X1
H // {Morphismes de G}
ve´rifiant les proprie´te´s :
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(i) H(A) est un morphisme en G de la forme :
D(A) H(A) // D′(A)
pour tout 1-simplexe A de X .
(ii) On a que H(s0⋆) = id1.
(iii) On a un diagramme commutatif :
D(d2ξ)⊗D(d0ξ)
H(d2ξ)⊗H(d0ξ)

T (ξ) // D(d1ξ)
H(d1ξ)

D′(d2ξ)⊗D′(d0ξ)
T ′(ξ)
// D′(d1ξ) .
pour tout 2-simplexe ξ de X .
On ve´rifie sans peine qu’il y a un groupo¨ıde canonique detX(G) dont les objets sont les
de´terminants de X a` valeurs dans G et les morphismes son les morphismes des de´terminants.
Remarquons que le foncteur (347) s’e´tend en un foncteur :
(352)
∆̂
op
0 × 2-Grp
det // Grpd
(X,G) z→ detX(G)
,
de´fini dans un morphisme d’ensembles simpliciaux re´duits f ∶ Y // X et un morphisme de 2-
groupes F = (F,mF )∶ G // H par le foncteur :
detX(G) detf(F ) // detY (H)
(D,T )
H

(D,T )
H

z→
(D′, T ′) (D′, T ′)
ou` H est de´fini dans un 1-simplexe B de Y comme le morphisme de H :
D(B) H(B) // D′(B)
F (D(f1B))
F(H(f1B))
// F (D′(f1B)) .
Dans l’e´nonce´ qui suit on note π0∶ Grpd // Ens le foncteur ensemble des objets a` isomor-
phismes pre`s.
Proposition 14.2.3. Les foncteurs π0(det●1( ●2 )) et π0(Hom ∆̂ 0( ●1 , N (●2) )) de source la
cate´gorie produit ∆̂
op
0 ×2-Grp et but la cate´gorie des ensembles Ens sont naturellement isomorphes.
De´monstration. D’apre`s la Proposition 14.2.1 il suffit de montrer que si (D,T ) et (D′, T ′)
sont deux de´terminants d’un ensemble simplicial re´duitX a` valeurs dans un 2-groupe G, alors il existe
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un morphisme de de´terminants H ∶ (D,T ) // (D′, T ′) si et seulement s’il existe un morphisme
d’ensembles simpliciaux F ∶ X ×∆1 // N (G) tel que le morphisme compose´ :
⋆ ×∆1
s0×∆
1
// X ×∆1
F // N (G)
est le morphisme constant a` valeurs 1 et le diagramme :
X
ν1 **
F(D,T )
((
X ×∆1 F // N(G)
X
ν0
44
F(D′,T ′)
66
est un diagramme commutatif, ou` νi est le morphisme compose´ :
X●,1 ≅ X●,1 ×∆
0
X●,1×δi // X●,1 ×∆1 .
Vu que N (G) est un ensemble simplicial faiblement 2-cosquelettique on ve´rifie sans difficulte´
que se donner un morphisme F ∶ X ×∆1 // N (G) ve´rifiant les proprie´te´s de´sire´es e´quivaut a` se
donner deux fonctions :
(353) X1
σ // {Objets de G} et X2 (S,S′) // {Morphismes de G}2
telles que :
(a) Pour tout ξ ∈X2 :
D(d2ξ)⊗ σ(d0ξ) Sξ // σ(d1ξ) σ(d2ξ)⊗D′(d0ξ)S
′
ξoo
(b) σ(s0⋆) = 1 et Ss0s0⋆ = r−11 = l−11 = S′s0s0⋆
(c) Pour tout η ∈X3 on a le diagramme commutatif de G :
(σ(A01) ⊗D′(A12)) ⊗D′(A23)
(I)
S′d3η
⊗D′(A23) // σ(A02) ⊗D′(A23)
S′d1η

(II)
(D(A01) ⊗ σ(A12)) ⊗D′(A23)
Sd3η
⊗D′(A23)oo
σ(A01) ⊗ (D′(A12) ⊗D′(A23))
σ(A01)⊗T
′
d0η

a ≅
D(A01) ⊗ (σ(A12) ⊗D′(A23))
D(A01)⊗S
′
d0η

a≅
σ(A01) ⊗D′(A13)
S′d2η
// σ(A03)
(III)
D(A01) ⊗ σ(A13)Sd2ηoo
D(A01) ⊗ (D(A12) ⊗ σ(A23))
D(A01)⊗Sd0η
OO
a≅
D(A02) ⊗ σ(A23)
Sd1η
OO
(D(A02) ⊗D(A12)) ⊗ σ(A23)
Td3η
⊗σ(A23)
oo
ou` A03 =d1d1η = d1d2η A01 = d2d2η = d2d3η A13 = d1d0η = d0d2η
A02 =d2d1η = d1d3η A23 = d0d0η = d0d1η A12 = d2d0η = d0d3η .
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E´tant donne´ de fonctions (353) ve´rifiant les proprie´te´s (a)-(c) on de´finit un morphisme de
de´terminants H ∶ (D,T ) // (D′, T ′) par la fonction :
X1
H // {Morphismes de G ,}
A z→ l−1DA ○ (S′s0A)−1 ○ Ss1A ○ rDA
c’est-a`-dire si A est un 1-simplexe de X le morphisme H(A) est le compose´ :
D(A) rD(A) // D(A)⊗ σ(s0⋆) Ss1A // σ(A) (S
′
s0A
)−1
// σ(s0⋆)⊗D′(A) l−1DA // D′(A) .
Il se suit en particulier que H(s0⋆) = id1. En plus si ξ est un 2-simplexe de X on montre que :
D(d2ξ)⊗D(d0ξ)
H(d2ξ)⊗H(d0ξ)

T (ξ) // D(d1ξ)
H(d1ξ)

D′(d2ξ)⊗D′(d0ξ)
T ′(ξ)
// D′(d1ξ) .
est un carre´ commutatif en conside´rant le diagramme commutatif (I) pour η = s0ξ, le diagramme
commutatif (II) pour η = s1ξ et le diagramme commutatif (III) pour η = s2ξ.
Enfin si d’un autre H ∶ (D,T ) // (D′, T ′) est un morphisme de de´terminants, les fonctions
(353) ve´rifiant les proprie´te´s (a)-(c) sont de´finies par les re`gles :
X1
σ =D // {Objets de G} ,
A z→ D(A)
X2
S =T // {Morphismes de G} ,
ξ z→ Tξ
et
X2
S′ // {Morphismes de G} .
ξ z→ Tξ ○ (D(d2ξ)⊗H(d0ξ)−1)

On de´duit des Propositions 10.1.2, 14.0.5 et 14.2.3 et du Corollaire 14.0.8 :
Corollaire 14.2.4. Si X est un ensemble simplicial re´duit et (ϕ,mϕ)∶ G // H est une 2-
e´quivalence faible de 2-groupes la fonction
π0(detX(G)) π0(detX(ϕ,m
ϕ))
// π0(detX(H))
est bijective.
§14.3. On de´finit le foncteur nerf de Segal pour les 2-groupes :
(354) 2-Grp
NS //MS ,
par le compose´ :
(355) 2-Grp // 2-Grp∆
op // ∆̂
∆op
0 ≅ MS ,
G z→ G[●] z→ N (G[●1])
●2
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ou` G z→ G[●] est de´duit du 2-foncteur (311) et N est le foncteur nerf des 2-groupes (318).
Proposition 14.3.1. Si G est un 2-groupe le pre´-mono¨ıde de Segal NS(G) est un objet fibrant
de la cate´gorie de mode`les (MS,Wdiag2 ,mono,fibdiag2 ) de la Proposition 10.4.3.
De´monstration. Si G est un 2-groupe, on va montrer que l’ensemble bisimplicialNS(G) ve´rifie
les proprie´te´s (i)-(iv) du Lemme 10.4.6.
Pour commencer remarquons que d’apre`s le Lemme 13.3.1 et le Corollaire 14.0.8 l’ensemble
simplicial NS(G) ve´rifie la proprie´te´ (i) du Lemme 10.4.6. Du meˆme la proprie´te´ (ii) est de´duit de
la Proposition 14.0.5.
Dans le reste de la preuve on va appeler un prisme de G la donne´e de neuf objets de G et douze
morphismes arrange´s dans la forme :
(356) A2 ⊗A0
τ2⊗τ0

f //
ϕ2⊗ϕ0
zz
A1
ϕ1

τ1

B2 ⊗B0 g //
ψ2⊗ψ0 $$
B1
ψ1

C2 ⊗C0
h
// C1 ,
sans demander que les faces du prisme soient des diagrammes commutatifs.
Pour montrer la proprie´te´ (iii) du Lemme 10.4.6 il faut montrer que si 0 ≤ k ≤ 2 la fonction :
(357) Hom∆̂×∆(∂∆2 ⊠∆2,NS(G)) // Hom∆̂×∆(∂∆2 ⊠Λ2,k,NS(G))
induite par le morphisme d’inclusion canonique Λ2,k
  // ∆2 est surjective.
En premier lieu remarquons que l’ensemble Hom∆̂×∆(∂∆2⊠∆2,NS(G)) s’identifie a` l’ensemble
des prismes (356) dont les faces en forme de carre´s sont de diagrammes commutatifs, mais pas
ne´cessairement les faces en forme de triangles.
D’un autre l’ensemble Hom∆̂×∆(∂∆2 ⊠Λ2,k,NS(G)) s’identifie a` l’ensemble des couples de tri-
angles pas ne´cessairement commutatifs dans G :
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
X


Y ?

Z
,
X ′

  
Y ′ ?

Z ′
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
L’image par la fonction (357) d’un prisme (356) dans son ensemble de de´parte est e´gale a` la
couple des triangles pas ne´cessairement commutatifs :
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
Ai

ϕi
  
τi

Bi
ψi 
?
Ci
,
Aj

ϕi
  
τj

Bj
ψi 
?
Cj
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
ou` 0 ≤ i < j ≤ 2 avec i, j ≠ k.
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Pour montrer que (357) est une fonction surjective rappelons que d’apre`s le Lemme 13.2.1 ils
existent de foncteurs G
ιd // G et G
ιg // G et d’isomorphismes naturels :
X ⊗ ιd(X) αX
≅
// 1 ιg(X)⊗X .βX
≅
oo
Supposons alors que k = 2 et conside´rons la couple de triangles pas ne´cessairement commutatifs
de G :
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
A0

ϕ0
  
τ0

B0
ψ0 
?
C0
,
A1

ϕ1
  
τ1

B1
ψ1 
?
C1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
On de´finit le triangle manquant du prisme (356) par :
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
A2

ϕ2
  
τ2

B2
ψ2 
?
C2
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
A1 ⊗ ι
g(A0)
τ1⊗ι
g(τ0)

ϕ1⊗ι
g(ϕ0)
ww
B1 ⊗ ι
g(B0)
ψ1⊗ι
g(ψ0) ''
?
C1 ⊗ ι
g(C0)
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
et les morphismes f , g et h comme e´tant les morphismes compose´s de G suivants :
f ∶( (A1 ⊗ ιg(A0))⊗A0 a // A1 ⊗ (ιg(A0)⊗A0) A1⊗βA0 // A1 ⊗ 1 r
−1
A1 // A1 ) ,
g∶( (B1 ⊗ ιg(B0))⊗B0 a // B1 ⊗ (ιg(B0)⊗B0) B1⊗βB0 // B1 ⊗ 1 r
−1
B1 // B1 )
et
h∶( (C1 ⊗ ιg(C0))⊗C0 a // C1 ⊗ (ιg(C0)⊗C0) C1⊗βC0 // C1 ⊗ 1 r
−1
C1 // C1 ) .
On obtient alors des carre´s commutatifs :
(A1 ⊗ ιg(A0))⊗A0
(ϕ1⊗ιg(ϕ0))⊗ϕ0

f // A1
ϕ1
(B1 ⊗ ιg(B0))⊗B0 g // B1 ,
(B1 ⊗ ιg(B0))⊗B0
(ψ1⊗ιg(ψ0))⊗ψ0

g // B1
ψ1
(C1 ⊗ ιg(C0))⊗C0
h
// C1
et
(A1 ⊗ ιg(A0))⊗A0
(τ1⊗ιg(τ0))⊗τ0

f // A1
τ1
(C1 ⊗ ιg(C0))⊗C0
h
// C1 ;
224 Elhoim Sumano
parce que si ϕ∶ X // Y et ϕ′∶ X ′ // Y ′ sont de morphismes quelconques de G, on a des carre´s
commutatifs :
X
ϕ //
rX

Y
rY

X ⊗ 1
ϕ⊗1
// Y ⊗ 1
(X ⊗ ιgX ′)⊗X ′
a

(ϕ⊗ιgϕ′)⊗ϕ′// (Y ⊗ ιgY ′)⊗ Y ′
a

X ⊗ (ιgX ′ ⊗X ′)
ϕ⊗(ιgϕ′⊗ϕ′)
// Y ⊗ (ιgY ′ ⊗ Y ′)
et X ⊗ (ιgX ′ ⊗X ′)
ϕ⊗(ιgϕ′⊗ϕ′)

X⊗βX′ // X ⊗ 1
ϕ⊗1

Y ⊗ (ιgY ′ ⊗ Y ′)
Y ⊗βY ′
// Y ⊗ 1 .
Si k = 0 on montre de fac¸on analogue que la fonction (357) est surjective. Supposons finalement
que k = 1 et conside´rons la couple de triangles pas ne´cessairement commutatifs de G :
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
A0

ϕ0
  
τ0

B0
ψ0 
?
C0
,
A2

ϕ2
  
τ2

B2
ψ2 
?
C2
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.
On de´finit le triangle manquant par :
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
A1

ϕ1
  
τ1

B1
ψ1 
?
C1
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
A0 ⊗A2
τ0⊗τ2

ϕ0⊗ϕ2
yy
B1 ⊗B2
ψ0⊗ψ2 %%
?
C1 ⊗C2
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
et les morphismes f , g et h comme e´tant des identite´s. Il se suit imme´diatement que dans le prisme
re´sultant (356) les faces en forme de carre´s sont de diagrammes commutatifs.
Enfin, montrons la proprie´te´ (iv) du Lemme 10.4.6. Commenc¸ons pour ve´rifier que si 0 ≤ k ≤ 2
la fonction :
(358) Hom
∆̂×∆(∆2⊠∆2,NS(G))

Hom
∆̂×∆(∂∆2⊠∆2,NS(G)) ×
Hom
∆̂×∆
(∂∆2⊠Λ2,k,NS (G))
Hom
∆̂×∆(∆2⊠Λ2,k,NS(G))
induite du carre´ commutatif :
∆2 ×∆2 ∆2 ×Λ2,k?
_oo
∂∆2 ×∆2
?
OO
∂∆2 ×Λ2,k?
_oo
?
OO
est surjective.
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Notons en premier lieu que l’ensemble de de´parte de la fonction (358) est isomorphe a` l’ensemble
des prismes (356) ve´rifiant les deux proprie´te´s : Les faces en forme des carre´s sont des diagrammes
commutatifs et les triangles :
A0

ϕ0
  
τ0

B0
ψ0 
C0
A1

ϕ1
  
τ1

B1
ψ1 
C1
et
A2

ϕ2
  
τ2

B2
ψ2 
C2
,
sont commutatifs. En particulier les deux faces en forme de triangles de (356) sont de diagrammes
commutatifs.
D’un autre l’ensemble d’arrive´e de (358) s’identifie a` l’ensemble des prismes (356) tels que ses
faces en forme des carre´s sont des diagrammes commutatifs et seulement les deux triangles :
Ai

ϕi
  
τi

Bi
ψi 
Ci
et
Aj

ϕi
  
τj

Bj
ψi 
Cj
,
ou` 0 ≤ i < j ≤ 2 et i, j ≠ k, sont commutatifs.
La fonction (358) est alors la fonction qu’oublie que le triangle suivant est commutatif :
Ak

ϕk

τk

Bk
ψk 
?
Ck
.
On montre qu’en fait la fonction (358) est bijective. En effet si k = 1 c’est une conse´quence du
fait que G est un groupo¨ıde. On de´duit les cas k = 0,2 de l’e´nonce´ suivant :
Lemme 14.3.2. Si f ∶ X // Y et ξ∶ X ⊗X ′ // Y ⊗ Y ′ sont des morphismes d’un 2-groupe
G, il existe un seul morphisme f ′∶ X ′ // Y ′ tel que f ⊗ f ′ = ξ.
De´monstration. Vu que tous les objets de G sont inversibles le foncteur X ⊗ − ∶ G // G
est une e´quivalence de cate´gories, donc il existe un seul morphisme f ′∶ X ′ // Y ′ tel que X ⊗ f ′ =
(f ⊗ Y ′)−1 ○ ξ :
X ⊗X ′
X⊗f ′ //
ξ %%
X ⊗ Y ′
f⊗Y ′

Y ⊗ Y ′
Autrement dit il existe un seul morphisme f ′∶ X ′ // Y ′ tel que :
f ⊗ f ′ = (f ⊗ Y ′) ○ (X ⊗ f ′) = ξ .

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Montrons pour conclure que la fonction :
(359) Hom
∆̂×∆(∆1⊠∆2,NS(G))

Hom∆̂×∆(∂∆1⊠∆2,NS(G)) ×
Hom
∆̂×∆
(∂∆1⊠Λ2,k,NS (G))
Hom
∆̂×∆(∆1⊠Λ2,k,NS(G))
induite du carre´ commutatif :
∆1 ×∆2 ∆1 ×Λ2,k?
_oo
∂∆1 ×∆2
?
OO
∂∆1 ×Λ2,k?
_oo
?
OO
est bijective, en particulier (359) est surjective.
Pour cela remarquons que l’ensemble Hom∆̂×∆(∆1⊠∆2,NS(G)) est isomorphe a` l’ensemble des
carre´s commutatifs de la forme :
(360) X2 ⊗X0
ϕ2⊗ϕ0

f // X1
ϕ1

Y2 ⊗ Y0 g
// Y1 ;
tandis que l’ensemble d’arrive´e de (359) s’identifie a` l’ensemble dont les objets sont de´termine´s par
six objets et quatre morphismes comme ci-dessous :
⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
X2 ⊗X0
f // X1
Y2 ⊗ Y0 g
// Y1
;
Xi
ϕi

Yi
,
Xj
ϕj

Yj
⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠
ou` 0 ≤ i < j ≤ 2 et i, j ≠ k.
La fonction (359) est alors la fonctions qu’oublie le morphisme ϕk ; en particulier on montre
qu’elle est bijective pour 0 ≤ k ≤ 2. En effet, si k = 1 alors ϕ1 = g ○ (ϕ2⊗ϕ0) ○ f−1 ; et si k = 0 ou k = 2
alors ϕk est le seul morphisme de G tel que ϕ2 ⊗ ϕ1 = g
−1 ○ϕ1 ○ f (voir le Lemme 14.3.2). 
§14.3.1. Voyons une construction e´quivalente du foncteur nerf de Segal NS : Soit G un 2-
groupe et q ≥ 0 un entier. Si (X,α) et (Y,β) sont de q-simplexes de G, on de´finit un morphisme de
q-simplexes f ∶ (X,α) // (Y,β) comme e´tant la donne´e d’une famille de morphismes de G :
{fij ∶ Xij // Yij ∣ 0 ≤ i < j ≤ q}
tels que si 0 ≤ i < j < k ≤ q, on a un carre´ commutatif :
Xij ⊗Xjk
αijk //
fij⊗fjk

Xik
fik

Yij ⊗ Yjk
βijk
// Yik .
L’ensemble des q-simplexes et des morphismes de q-simplexes de G forment un groupo¨ıde Gq
dont la composition est de´finit argument par argument.
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On va de´finir un foncteur :
(361) 2-Grp ×∆op // Grpd
(G, [q]) z→ Gq
dont le compose´ avec le foncteur ”ensemble des objets” Grpd // Ens est la restriction du
foncteur (314) aux 2-groupes.
Si ϕ∶ [q] // [q′] est un morphisme de ∆ et F = (F,mF )∶ G // H est un morphisme lax et
unitaire de 2-groupes, le foncteur :
(362) Gq′
Fϕ // Hq
(X,α)
f

(X ′, α′)
f ′

z→
(Y,β) (Y ′, β′)
a e´te´ de´ja` de´fini en objets par les formules :
(363) X ′ij =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1H si ϕi = ϕj
FXϕiϕj si ϕi < ϕj
toujours que 0 ≤ i < j ≤ q et :
(364) α′ijk =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
ℓ−1FXϕiϕk ∶ 1⊗FXϕiϕk
// FXϕiϕk si ϕi = ϕj ≤ ϕk
r−1FXϕiϕk ∶ FXϕiϕk ⊗ 1
// FXϕiϕk si ϕi ≤ ϕj = ϕk
F (αϕiϕjϕk) ○mF ∶ FXϕiϕj ⊗FXϕjϕk // FXϕiϕk si ϕi < ϕj < ϕk
pour 0 ≤ i < j < k ≤ q.
On de´finit le foncteur (362) en morphismes par la re`gle :
f ′ij =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
id1 ϕ(i) = ϕ(j)
F (fϕiϕj) ϕ(i) < ϕ(j)
si 0 ≤ i < j ≤ q.
Pour montrer que f ′ ainsi de´fini est effectivement un morphisme de q-simplexes, on doit ve´rifier
que :
X ′ij ⊗X
′
jk
α′ijk //
f ′ij⊗f
′
jk

X ′ik
f ′ik

Y ′ij ⊗ Y
′
jk
β′ijk
// Y ′ik .
est un carre´ commutatif de H toujours que 0 ≤ i < j < k ≤ q. Pour cela remarquons que si 0 ≤ i′ < j′ <
k′ ≤ q′ on a un diagramme commutatif :
F (Xi′j′)⊗ F (Xj′k′) mF //
F (fi′j′ )⊗F (fj′k′)

F (Xi′j′ ⊗Xj′k′)
F (fi′j′⊗fj′k′ )

F (αi′j′k′) // F (Xi′k′)
F (fi′k′)

F (Yi′j′)⊗ F (Yj′k′)
mF
// F (Yi′j′ ⊗ Yj′k′)
F (βi′j′k′)
// F (Yi′k′)
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et si 0 ≤ i′ < k′ ≤ q′ les carre´s :
F (Xi′k′) ℓF (Xi′k′ ) //
F (fi′k′)

1⊗F (Xi′k′)
1⊗F (fi′k′ )

F (Yi′k′)
ℓF (Y
i′k′ )
// 1⊗ F (Yi′k′)
et
F (Xi′k′) rF (Xi′k′ ) //
F (fi′k′ )

F (Xi′k′)⊗ 1
F (fi′k′)⊗1

F (Yi′k′) rF (Y
i′k′ )
// F (Yi′k′)⊗ 1
son commutatifs.
Remarquons que le foncteur adjoint :
2-Grp // ∆̂ ×∆
G z→ N(G●2)●1
du foncteur compose´ :
2-Grp ×∆op
(361) // Grpd
N // ∆̂
(G, [q]) z→ Gq z→ N(Gq)
est isomorphe au foncteur nerf de Segal pour le 2-groupes.
En effet si p, q ≥ 0 et G est un 2-groupe, on ve´rifie sans peine que les ensembles :
N(Gq)p = Homcat([p],Gq) = p-simplexes du groupo¨ıde Gq
et
NS(G)p,q = N (G[p])q = q-simplexes du 2-groupe G[p]
s’identifient a` l’ensemble dont les objets sont les couples forme´es par une famille de suites de mor-
phismes de G :
(365) { X0ij f
1
ij // . . .
f
p
ij // Xpij ∣ 0 ≤ i < j ≤ q }
et une famille de morphismes de la forme :
(366) { Xsij ⊗Xsjk α
s
ijk // Xsik ∣ 0 ≤ i < j < k ≤ q 0 ≤ s ≤ p }
telles que si 0 ≤ i < j < k ≤ q et 0 ≤ s ≤ p − 1 on a un carre´ commutatif :
Xsik
fs+1ik // Xs+1ik
Xsij ⊗X
s
jk fsij⊗f
s
jk
//
αsijk
OO
Xs+1ij ⊗X
s+1
jk
αs+1ijk
OO
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et si 0 ≤ i < j < k < l ≤ q et 0 ≤ s ≤ p on a un diagramme commutatif :
Xsil X
s
ij ⊗X
s
jl
αsijloo
Xsij ⊗ (Xsjk ⊗Xskl)
a ≅
Xsij⊗α
s
jkl
OO
Xsik ⊗X
s
kl
αsikl
OO
(Xsij ⊗Xsjk)⊗Xskl .αsijk⊗Xskloo
Notons aussi que si ϕ∶ [p′] // [p] et ψ∶ [q′] // [q] sont deux morphismes de la cate´gorie
simplicial ∆ et F ∶ G // H est un morphisme lax et unitaire de 2-groupes, l’image par la fonction
induite :
N(Gq)p ≅ NS(G)p,q // NS(H)p′,q′ ≅ N(Hq′)p′
d’une couple (365) et (366) ve´rifiant les proprie´te´s ci-dessus est la couple des familles :
{ Y 0ab g
0
ab // . . .
g
p′
ab // Y p
′
ab
∣ 0 ≤ a < b ≤ q′ }
et
{ Y tab ⊗ Y tbc β
t
abc // Y tac ∣ 0 ≤ a < b < c ≤ q′ 0 ≤ t ≤ p′ }
de´finies par les formules :
Y tab =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
1 ψ(a) = ψ(b)
FX
ϕt
ψaψb 0 ≤ ψ(a) < ψ(b) ≤ q et
gtab =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩
id1 ψ(a) = ψ(b)
idFXϕt
ψaψb
0 ≤ ψ(a) < ψ(b) ≤ q et ϕ(t − 1) = ϕ(t)
F (fϕtψaψb ○ ⋅ ⋅ ⋅ ○ fϕ(t−1)+1ψaψb ) 0 ≤ ψ(a) < ψ(b) ≤ q et 0 ≤ ϕ(t − 1) < ϕ(t) ≤ p
si 0 ≤ a < b ≤ q′ et 0 ≤ t ≤ p′ ; et :
βtabc =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
ℓ−1
FX
ϕt
ψaψc
∶ 1⊗ FX
ϕt
ψaψc
// FXϕtψaψc si ψa = ψb ≤ ψc
r−1
FXϕt
ψaψc
∶ FX
ϕt
ψaψc ⊗ 1
// FXϕtψaψc si ψa ≤ ψb = ψc
Fα
ϕt
ψaψbψc ○m
F ∶ FX
ϕt
ψaψb ⊗FX
ϕt
ψbψc
// FXϕtψaψc si ψa < ψb < ψc
si 0 ≤ a < b < c ≤ q′ et 0 ≤ t ≤ p′.
On a montre´ :
Lemme 14.3.3. Si p, q ≥ 0 et G est un 2-groupe, il existe une bijection naturelle entre l’ensemble
des q-simplexes du 2-groupe G[p] et l’ensemble des p-simplexes du nerf du groupo¨ıde Gq des q-
simplexes du 2-groupe G :
NS(G)p,q = N (G[p])q ≅ N(Gq)p .
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§14.3.2. Posons ∆ ×
≤3
∆ pour noter la sous-cate´gorie pleine de la cate´gorie produit ∆×∆ dont
les objets sont les couples ([p], [q]) tels que p + q ≤ 3 (voir §11.4.1) et conside´rons l’adjonction :
(367) ∆̂ ×
≤3
∆ ⊥
zz
µ ∗3
µ3 ∗
88
∆̂ ×∆ ,
induite du foncteur d’inclusion canonique :
(368) ∆ ×
≤3
∆
  µ3 // ∆ ×∆ .
Remarquons que si A est un objet de la cate´gorie ∆̂ ×
≤3
∆ tel que Ap,0 = ⋆ si 0 ≤ p ≤ 3, alors
l’ensemble simplicial µ3∗(A) ve´rifie que µ3∗(A)p,0 = ⋆ pour tout p ≥ 0. Donc, si on note MS≤3 la
sous-cate´gorie pleine de ∆̂ ×
≤3
∆ dont les objets sont les ensembles bisimpliciaux tronque´s A tels que
Ap,0 = ⋆ pour 0 ≤ p ≤ 3. L’adjonction (367) induit par restriction une adjonction :
(369) MS≤3 ⊥
||
µ ∗3
µ3∗
==MS .
Corollaire 14.3.4. Le nerf de Segal NS(G) d’un 2-groupe G est dans l’image essentielle du
foncteur µ3∗ de l’adjonction (369). En particulier si X est un objet deMS la fonction de restriction :
HomMS(X,NS(G)) // HomMS≤3(µ ∗3 (X), µ ∗3 ○NS(G)) .
est bijective.
De´monstration. Soit G un 2-groupe. Si p, q ≥ 0 d’apre`s les Lemmes 14.3.3 et 14.0.2 l’ensemble
simplicial NS(G)●,q est 3-cosquelettique et l’ensemble simpliciaux NS(G)p,● est 2-cosquelettique. Il
se suit des Lemmes 11.4.1 et 11.4.2 qu’il suffit de montrer que le carre´ :
(370) Hom
∆̂×∆(∆p⊠∆q,NS(G)) //

Hom
∆̂×∆(∂∆p⊠∆q,NS(G))

Hom
∆̂×∆(∆p⊠∂∆q,NS(G)) // Hom∆̂×∆(∂∆p⊠∂∆q,NS(G))
induit du carre´ d’ensembles bisimpliciaux :
∆p ⊠∆q ∂∆p ⊠∆q?
_oo
∆p ⊠ ∂∆q
?
OO
∂∆p ⊠ ∂∆q ,?
_oo ?

OO
est carte´sien pour tout 0 ≤ p ≤ 2 et 0 ≤ q ≤ 3 tels que p + q ≥ 4, c’est-a´-dire pour les couples
(p, q) ∈ {(2,2), (2,3), (1,3)}.
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Pour montrer les cas (2,2) et (2,3) conside´rons le diagramme :
(371) Hom
∆̂×∆(∆2⊠∆q,NS(G)) //

Hom
∆̂×∆(∂∆2⊠∆q,NS(G)) //

Hom
∆̂×∆(Λ2,1⊠∆q,NS(G))

Hom
∆̂×∆(∆2⊠∂∆q,NS(G)) // Hom∆̂×∆(∂∆2⊠∂∆q,NS(G)) // Hom∆̂×∆(Λ2,1⊠∂∆q,NS(G)) ,
induit du diagramme d’ensembles bisimpliciaux :
∆2 ⊠∆q ∂∆2 ⊠∆q?
_oo Λ2,1 ⊠∆q? _oo
∆2 ⊠ ∂∆q
?
OO
∂∆2 ⊠ ∂∆q?
_oo
?
OO
Λ2,1 ⊠ ∂∆q?
_oo
?
OO
Vu que NS(G)●,q est un 1-groupo¨ıde de Kan pour q ≥ 0, on sait que les morphismes compose´s
horizontaux de (371) sont des isomorphismes. En particulier, si p = 2 et 2 ≤ q ≤ 3 le carre´ (370) est
carte´sien toujours que la fonction :
Hom
∆̂×∆(∂∆2⊠∆q,NS(G)) // Hom∆̂×∆(∂∆2⊠∂∆q,NS(G))×Hom∆̂×∆(Λ2,1⊠∆q,NS(G))
soit injective.
Si q = 3 remarquons qu’en fait la fonction :
Hom
∆̂×∆(∂∆2⊠∆3,NS(G)) // Hom∆̂×∆(∂∆2⊠∂∆3,NS(G))
est injective. En effet, on sait que NS(G)p,● est un 2-groupo¨ıde de Kan si p ≥ 0, en particulier la
fonction compose´e :
Hom
∆̂×∆(∂∆2⊠∆3,NS(G)) // Hom∆̂×∆(∂∆2⊠∂∆3,NS(G)) // Hom∆̂×∆(∂∆2⊠Λ3,1,NS(G))
est bijective.
Si q = 2 montrons que la fonction :
(372) Hom
∆̂×∆(∂∆2⊠∆2,NS(G)) // Hom∆̂×∆(∂∆2⊠∂∆2,NS(G))×Hom∆̂×∆(Λ2,1⊠∆2,NS(G))
est injective.
Pour commencer remarquons que l’ensemble Hom∆̂×∆(∂∆2⊠∆2,NS(G)) s’identifie a` l’ensemble
des diagrammes :
(373) A2 ⊗A0
τ2⊗τ0

f //
ϕ2⊗ϕ0
zz
A1
ϕ1

τ1

B2 ⊗B0 g //
ψ2⊗ψ0 $$
B1
ψ1

C2 ⊗C0
h
// C1
dont les faces en forme de carre´s sont de diagrammes commutatifs, mais pas ne´cessairement les faces
en forme de triangles.
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D’un autre l’ensemble Hom∆̂×∆(∂∆2 ⊠ ∂∆2,NS(G)) s’identifie a` l’ensemble des triplets de
triangles pas ne´cessairement commutatifs :
A0
ϕ0
  
τ0

B0
ψ0 
?
C0
A1
ϕ1
  
τ1

B1
ψ1 
?
C1
et
A2
ϕ2
  
τ2

B2
ψ2 
?
C2
,
et l’ensemble Hom∆̂×∆(Λ2,1 ⊠ ∆2,NS(G)) s’identifie a` l’ensemble des diagrammes de la forme :
A2 ⊗A0
f //
ϕ2⊗ϕ0
zz
A1
ϕ1

B2 ⊗B0 g //
ψ2⊗ψ0 $$
B1
ψ1

C2 ⊗C0
h
// C1 .
ou` les carre´s sont commutatifs.
On de´duit sans peine (voir le Lemme 14.3.2) que la fonction (372) est bijective.
Finalement pour montrer que le carre´ :
(374) Hom
∆̂×∆(∆1⊠∆3,NS(G)) //

Hom
∆̂×∆(∂∆1⊠∆3,NS(G))

Hom
∆̂×∆(∆1⊠∂∆3,NS(G)) // Hom∆̂×∆(∂∆1⊠∂∆3,NS(G))
est carte´sien ; remarquons que dans le diagramme :
Hom
∆̂×∆(∆1⊠∆3,NS(G)) //

Hom
∆̂×∆(∂∆1⊠∆3,NS(G))

Hom∆̂×∆(∆1⊠∂∆3,NS(G)) //

Hom∆̂×∆(∂∆1⊠∂∆3,NS(G))

Hom∆̂×∆(∆1⊠Λ3,k,NS(G)) // Hom∆̂×∆(∂∆1⊠Λ3,k,NS(G))
induit du diagramme d’ensembles bisimpliciaux :
∆1 ⊠∆3 ∂∆1 ⊠∆3?
_oo
∆1 ⊠ ∂∆3
?
OO
∂∆1 ⊠ ∂∆3?
_oo
?
OO
∆1 ⊠Λ3,k
?
OO
∂∆1 ⊠Λ3,k ,?
_oo
?
OO
les morphismes compose´s verticaux sont des bijections parce que NS(G)p,● est un 2-groupo¨ıde de
Kan pour p ≥ 0.
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Donc le carre´ (374) est carte´sien si la fonction :
(375) Hom
∆̂×∆(∆1⊠∂∆3,NS(G)) // Hom∆̂×∆(∆1⊠Λ3,k,NS(G))×Hom∆̂×∆(∂∆1⊠∂∆3,NS(G))
est injective.
Pour montrer cela remarquons que se donner un e´le´ment de la source de la fonction (375)
e´quivaut a` se donner deux diagrammes pas ne´cessairement commutatifs de G de la forme :
(376)
X03 X01 ⊗X13
ξ2oo
X01 ⊗ (X12 ⊗X23)
X01⊗ξ0
OO
a ≅
X02 ⊗X23
ξ1
OO
(X01 ⊗X12)⊗X23
ξ3⊗X23
oo
et
X ′03 X
′
01 ⊗X
′
13
ξ′2oo
X ′01 ⊗ (X ′12 ⊗X ′23)
X′01⊗ξ
′
0
OO
a ≅
X ′02 ⊗X
′
23
ξ′1
OO
(X ′01 ⊗X ′12)⊗X ′23
ξ′3⊗X
′
23
oo
,
et quatre diagrammes commutatifs de G :
(377)
X12 ⊗X23
ξ0 //
f12⊗f23

X13
f13

X ′12 ⊗X
′
23
ξ′0
// X ′13
,
X02 ⊗X23
ξ1 //
f02⊗f23

X03
f03

X ′02 ⊗X
′
23
ξ′1
// X ′03
,
(378)
X01 ⊗X13
ξ2 //
f01⊗f13

X03
f03

X ′01 ⊗X
′
13
ξ′2
// X ′03
et
X01 ⊗X12
ξ3 //
f01⊗f12

X02
f02

X ′01 ⊗X
′
12
ξ′3
// X ′02
;
ce qui se range dans un cube de G dont quatre des six faces sont commutatifs.
Plus encore la premie`re coordonne´ de l’image de (376), (377) et (378) par la fonction (375) oubli
les morphismes ξk et ξ
′
k, et la deuxie`me coordonne´ oubli la commutativite´ des quatre diagrammes
(377) et (378). Donc (375) est bien une fonction injective. 
Montrons :
Corollaire 14.3.5. Le foncteur nerf de Segal pour les 2-groupes NS ∶ 2-Grp // MS est
pleinement fide`le.
De´monstration. Soient F,G∶ G // H deux morphisme de 2-groupes tels que NS(F ) =
NS(G). Vu que le foncteur nerf N ∶ 2-Grp // ∆̂ est fide`le (voir le Corollaire 14.0.4) et on
a que :
N (F ) = NS(F )0,● = NS(G)0,● = N (G) ;
il se suit que F = G
Si d’un autre f ∶ NS(G) // NS(H) est un morphisme d’ensembles bisimpliciaux, on sait qu’il
existe un morphisme de 2-groupes F ∶ G // H tel que f0,● = N (F ) = NS(F )0,●, parce que le
foncteur N ∶ 2-Grp // ∆̂ est plein.
D’un autre vu qu’on a les e´galite´s des foncteurs :
2-Grp
(NS)0,● =N // ∆̂ 0 et 2-Grp
(NS)●,1 =N○s // ∆̂
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ou` s∶ 2-Grp // Grpd note le foncteur groupo¨ıde sous-jacent, il se suit du Corollaire 14.0.6 qu’on
a un carre´ commutatif :
Ω⋆((NSG)0,●)
Ω⋆((NSF )0,●)

ΓG // (NSG)●,1
(NSF )●,1

Ω⋆((NSH)0,●)
ΓH
// (NSH)●,1
Donc pour montrer qu’on a f●,1 = NS(F )●,1 il suffit de montrer qu’on a un carre´ commutatif
pour 0 ≤ n ≤ 1 :
(379) Ω⋆((NSG)0,●)n
Ω⋆(f0,●)n

(ΓG)n // (NSG)n,1
fn,1

Ω⋆((NSH)0,●)n (ΓH)n // (NSH)n,1
car f0,● = NS(F )0,● et (NSH)●,1 est un ensemble simplicial faiblement 1-cosquelettique.
Si n = 0 le carre´ (379) est commutatif parce que (ΓG)0 et (ΓH)0 sont les fonctions identite´ entre
les ensembles des objets de G et H respectivement, tandis que f0,1 = Ω⋆(f0,●)0 est la fonction induit
par F de l’ensemble des objets G vers l’ensemble des objets de H.
Si n = 1 montrons que le carre´ (379) est commutatif : Si ξ∶ 1⊗X // Y est un 1-simplexe de
l’ensemble simplicial Ω⋆((NSG)0,●), conside´rons le (1,2)-simplexe suivant de l’ensemble simplicial
NS(G) :
1⊗X
ℓ−1X // X
1⊗X
id=1⊗X
OO
ξ
// Y
ℓ−1X ○ξ
−1
OO
et son image par la fonction f1,2 :
1⊗ f0,1(X) f0,2(ℓ
−1
X )= ℓ−1f0,1(X)// f0,1(X)
1⊗ f0,1(X)
id=1⊗f0,1(X)
OO
f0,2(ξ)
// f0,1(Y )
f1,1(ℓ−1X ○ξ−1)
OO
On de´duit que dans le 2-groupe H on a que :
f1,1(ℓ−1X ○ ξ−1) = ℓ−1f0,1(X) ○ f0,2(ξ)−1 ;
autrement dit (379) est un carre´ commutatif pour n = 1 :
f1,1 ○ (ΓG)1(ξ) = f1,1(ℓ−1X ○ ξ−1)
= ℓ−1f0,1(X) ○ f0,2(ξ)−1
= (ΓH)1(f0,2(ξ))
= (ΓH)1 ○Ω⋆(f0,●)1(ξ) .
Donc f●,1 =NS(F )●,1.
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Remarquons finalement que f1,2 = NS(F )1,2 parce que (359) est une fonction bijective pour
tout 2-groupe G et on a de´ja` montre´ que fp,q =NS(F )p,q si (p, q) ∈ { (0,2), (0,1), (1,1) }. 
§14.3.3. Rappelons que la cate´gorie Grpd∆
op
des foncteurs de ∆op vers la cate´gorie des
groupo¨ıdes Grpd admet un structure canonique de 2-cate´gorie Grpd∆
op
dont les 2-fle`ches son
de´finies comme suit : Si X et Y sont des objets de Grpd∆
op
conside´rons deux fle`che de X vers Y
dans Grpd∆
op
:
∆op
X
++
Y
33
⇓ F, G Grpd
Une 2-fle`che Γ de F vers G dans Grpd∆
op
est une famille de transformations naturelles :
α =
⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩
Xq
Fq
((
Gq
66⇓ Γq Yq
⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭n∈N
telle que :
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
Xq+1
Fq+1
**
Gq+1
44⇓ Γq+1 Yq+1
di // Yq
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
Xq+1
di // Xq
Fq
((
Gq
66⇓ Γq Yq
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
si 0 ≤ i ≤ q + 1 et :
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
Xq
Fq
((
Gq
66⇓ Γq Yq
sj // Yq+1
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
Xq
sj // Xq+1
Fq+1
**
Gq+1
44⇓ Γq+1 Yq+1
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
si 0 ≤ j ≤ q.
On va de´finir un 2-foncteur :
(380) 2-Grp
N
S // Grpd∆
op
G z→ G●
dont le foncteur sous-jacent est l’adjoint du foncteur (361).
Si G
F
&&
G
88 η H est une transformation entre morphismes de 2-groupes on de´finit la 2-fle`ches :
NS(G)
NS(F )
++
NS(G)
33⇓ NS(η) NS(H) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
G
q
Fq
))
Gq
55 ηq Hq
⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭q≥0
de la fac¸on suivante : Si q ≥ 0 et (X,α) est un q-simplexe de G le morphisme de q-simplexes de H :
Fq(X,α) (ηq)(X,α) // Gq(X,α)
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est e´gal a` la famille de morphismes :
(381) (ηq)(X,α) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ F (Xij)
ηXij // G(Xij)
RRRRRRRRRRR 0 ≤ i < j ≤ q
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ ;
laquelle est bien un morphisme de q-simplexes parce qu’on a le diagramme commutatif :
F (Xij)⊗ F (Xjk)
ηXij⊗ηXjk

mF // F (Xij ⊗Xjk) F (αijk) //
ηXij⊗Xjk

F (Xik)
ηXik

G(Xij)⊗G(Xjk)
mG
// G(Xij ⊗Xjk)
G(αijk)
// G(Xik)
toujours que 0 ≤ i < j < k ≤ q.
On ve´rifie sans peine que (380) ainsi de´fini est bien un 2-foncteur.
Corollaire 14.3.6. Le 2-foncteur nerf de Segal NS ∶ 2-Grp
// Grpd∆
op
est pleinement
fide`le dans le sens que si G et H sont des 2-groupes le foncteur :
(382) Hom2-Grp(G,H) // HomGrpd∆op (NS(G),NS(H))
est un isomorphisme de groupo¨ıdes.
De´monstration. D’apre`s le Corollaire 14.3.5 le foncteur (382) est une bijection entre les en-
sembles des objets. Montrons que c’est un foncteur pleinement fide`le.
Si G
F
&&
G
88 η H et G
F
&&
G
88 η
′ H sont deux transformations entre morphismes de 2-groupes telles
que NS(η) = NS(η′), il se suit que pour tout 1-simplexe X de G i.e. pour tout objet X de G on a
que :
ηX = (NS(η)1)X = (N S(η′)1)X = η′X .
Donc η = η′.
Conside´rons maintenant deux morphismes de 2-groupes F,G∶ G // H et supposons qu’on s’est
donne´ une 2-fle`che de la 2-cate´gorie Grpd∆
op
:
NS(G)
NS(F )
++
NS(G)
33⇓ Γ NS(H) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
G
q
Fq
))
Gq
55 Γq Hq
⎫⎪⎪⎪⎪⎬⎪⎪⎪⎪⎭q≥0
.
On va de´finir une 2-fle`che G
F
&&
G
88 η H de la 2-cate´gorie 2-Grp telle que NS(η) = Γ.
Si X est un objet de G i.e. si X est un 1-simplexe de G, on de´finit le morphisme ηX de H comme
suit :
F (X) ηX = (Γ1)X // G(X)
Montrons que η1 = id1 :
Vu qu’on a l’e´galite´ de transformations naturelles :
⎛⎜⎜⎜⎝
G
0
F0
((
G0
66⇓ Γ0 H0
s0 // H1
⎞⎟⎟⎟⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎝
G
0
s0 // G
1
F1
((
G1
66⇓ Γ1 H1
⎞⎟⎟⎟⎠
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ou` Γ0 est la seul transformation naturelle entre le foncteur identite´ F0 = G0 de la cate´gorie ponctuelle
G
0
=H0, on de´duit que (Γ1)1 = id1.
Montrons que η est une transformation naturelle :
Soit f ∶ X // Y un morphisme de G. Si on conside`re les 2-simplexes r−1X ∶ X ⊗ 1 // X et
f ○ r−1X ∶ X ⊗ 1
// Y de G on de´duit qu’on a les diagrammes commutatifs de H :
F (X)⊗ 1
r−1FX
))
(Γ1)X⊗(Γ1)1

mF // F (X ⊗ 1) F (r−1X ) // F (X)
(Γ1)X

G(X)⊗ 1 mG //
r−1GX
55
G(X ⊗ 1) G(r−1X ) // G(X)
et
F (X)⊗ 1
r−1FX
))
(Γ1)X⊗(Γ1)1

mF // F (X ⊗ 1) F (r−1X ) // F (X) Ff // F (Y )
(Γ1)Y

G(X)⊗ 1 mG //
r−1GX
55
G(X ⊗ 1) G(r−1X ) // G(X)
Gf
// G(Y ) .
Donc on a un carre´ commutatif :
F (X) Ff //
(Γ1)X =ηX

F (Y )
(Γ1)Y =ηY

G(X)
Gf
// G(Y )
Montrons que η est une transformation entre morphismes de 2-groupes :
Si X et Y sont des objets de G conside´rons le 2-simplexe idX⊗Y X ⊗ Y // X ⊗ Y de G . On
de´duit qu’on a un diagramme commutatif de H :
F (X)⊗F (Y )
(Γ1)X⊗(Γ1)Y

mFX,Y // F (X ⊗ Y ) F (idX⊗Y ) F (X ⊗ Y )
(Γ1)X⊗Y

G(X)⊗G(Y )
mGX,Y
// G(X ⊗ Y )
G(idX⊗Y )
G(X ⊗ Y ) ;
c’est-a`-dire on a un carre´ commutatif :
F (X)⊗F (Y ) mFX,Y //
(Γ1)X⊗(Γ1)Y =ηX⊗ηY

F (X ⊗ Y )
ηX⊗Y = (Γ1)X⊗Y

G(X)⊗G(Y )
mGX,Y
// G(X ⊗ Y ) .
Montrons que N S(η) = Γ :
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On a que NS(η)0 = Γ0 est la seule transformation naturelle du foncteur identite´ F0 = G0 de la
cate´gorie ponctuelle G
0
=H0. En plus par de´finition NS(η)1 = η = Γ1.
D’un autre remarquons que si q ≥ 2 on a l’e´galite´ des transformations naturelles :
⎛⎜⎜⎜⎜⎝
G
q
Fq
((
Gq
66⇓ Γq Hq
diq−1 ...di1// H1
⎞⎟⎟⎟⎟⎠
=
⎛⎜⎜⎜⎝
G
q
diq−1 ...di1// G
1
F1
((
G1
66⇓ Γ1 H1
⎞⎟⎟⎟⎠
;
alors si (X,α) est un q-simplexe de G il se suit que le morphisme de q-simplexes de H :
Fq(X,α) (Γq)(X,α) // Gq(X,α)
est de´fini par la famille de morphismes de H :
(383) (Γq)(X,α) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩ F (Xij)
(Γ1)Xij // G(Xij)
RRRRRRRRRRR 0 ≤ i < j ≤ q
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭ .
Donc NS(η)q = Γq si q ≥ 2 d’apre`s la de´finition (381). 
Conside´rons maintenant le foncteur pleinement fide`le :
(384)
Grpd∆
op N∆
op
// ∆̂ ×∆
G● z→ Homcat(∆●2 ,G●1)
,
de´duit du foncteur nerf des petites cate´gories N∶ cat // ∆̂ .
On ve´rifie sans peine que l’isomorphisme de foncteurs :
HomGrpd∆op (●1, ●2) +3 Hom∆̂×∆(N∆op(●1),N∆op(●2)) ∶ (Grpd∆op)op ×Grpd∆op // Ens
de´fini par le foncteur (384) s’e´tend en un isomorphisme naturel entre foncteurs de la cate´gorie
(Grpd∆op)op ×Grpd∆op vers la cate´gorie des ensembles simpliciaux ∆̂ :
(385) N(HomGrpd∆op (●1, ●2)) +3 Hom(1)∆̂×∆(N∆op(●1),N∆op(●2)) ,
vu que d’apre`s (285) on a un isomorphisme :
N(HomGrpd(●1, ●2)) +3 Hom ∆̂ (N(●1),N(●2)) ∶ Grpdop ×Grpd // ∆̂ .
On de´duit du Corollaire 14.3.6 et de l’isomorphisme (385) :
Corollaire 14.3.7. L’isomorphisme naturel de foncteurs :
Hom2-Grp(●1, ●2) +3 HomMS(NS(●1),NS(●2)) ∶ 2-Grpop × 2-Grp // Ens
de´fini par le foncteur nerf de Segal NS ∶ 2-Grp //MS (voir le Corollaire 14.3.5) s’e´tend en un
isomorphisme naturel entre foncteurs de la cate´gorie 2-Grpop×2-Grp vers la cate´gorie des ensembles
simpliciaux ∆̂ :
(386) N(Hom2-Grp(●1, ●2)) +3 Hom(1)MS(NS(●1),NS(●2)) .
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Rappelons que la cate´gorie homotopique des 2-groupes 2-hGrp (voir §13.2) est la cate´gorie dont
les objets sont les 2-groupes et les morphismes sont les classes a` isomorphismes pre`s des morphismes
de 2-groupes :
Hom2-hGrp = π0(Hom2-Grp).
On de´duit du Corollaire 14.3.7 que si G et H sont des 2-groupes, le foncteur nerf de Segal induit
un carre´ commutatif :
Hom2-Grp(G,H) NS
≅
//

HomMS(NSG,NSH)

π0(Hom2-Grp(G,H)) π0(386) // π0(Hom(1)MS(NSG,NSH))
dont les fonctions horizontales sont bijectives.
En particulier, vu que d’apre`s la Proposition 14.3.1 l’ensemble bisimplicial NS(H) est un objet
fibrant de la cate´gorie de mode`les simplicial pointe´e (MS,Wdiag2 ,mono,fibdiag2 ) de la Proposition
10.4.3, le foncteur nerf de Segal NS ∶ 2-Grp //MS induit un foncteur pleinement fide`le :
2-hGrp
hNS // Ho2(MS) ,
Rappelons d’un autre coˆte´ que la adjonction (226) de la page 132 :
MS
( ⋅ )0,●
;;⊥
p∗ =pre´faisceau constant
{{
∆̂ 0
est une e´quivalence de Quillen entre (MS,Wdiag2 ,mono,fibdiag2 ) et ( ∆̂ 0,Wred2 ,mono,fibred2 ).
Donc le diagramme commutatif de foncteurs :
∆̂ 0
2-Grp
N --
NS
11MS
( ⋅ )0,●
OO
induit un diagramme commutatif a` isomorphisme pre`s :
Ho2( ∆̂ 0)
2-hGrp
hN //
hNS
//
≅
Ho2(MS)
R( ⋅ )0,●
OO
ou` hN est un foncteur essentiellement surjectif (voir le Corollaire 14.0.8), hNS est pleinement fide`le
et R( ⋅ )0,● est une e´quivalence de cate´gories.
Donc :
Corollaire 14.3.8. Le foncteur nerf N ∶ 2-Grp // ∆̂ 0 induit une e´quivalence de cate´gories :
(387) 2-hGrp
hN // Ho2( ∆̂ 0)
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de la cate´gorie homotopique des 2-groupes vers a cate´gorie des 2-types d’homotopie re´duits, et le
foncteur nerf de Segal NS ∶ 2-Grp //MS induit une e´quivalence de cate´gories :
(388) 2-hGrp
hNS // Ho2(MS)
de la cate´gorie homotopique des 2-groupes vers la cate´gorie homotopique des 2-groupes de Segal.
Si X est un ensemble simplicial re´duit, un 2-groupe G tel que hN (G) soit isomorphe au 2-type
d’homotopie re´duit de X dans la cate´gorie Ho2(∆̂ 0) est dit un 2-groupe d’homotopie de X . De fac¸on
analogue un 2-groupe d’homotopie d’un pre´-mono¨ıde de Segal X est un 2-groupe G tel que hNS(G)
soit isomorphe a` X dans la cate´gorie des 2-groupes de Segal Ho2(MS). D’apre`s le Corollaire 14.3.8
tout ensemble simplicial re´duit (resp. tout pre´-mono¨ıde de Segal) admet un 2-groupe d’homotopie
et ce 2-groupe est unique a` e´quivalence pre`s dans la 2-cate´gorie 2-Grp. (Voir par exemple [IM93]).
On de´finit le (ou un) 2-groupe d’homotopie d’un ensemble simplicial pointe´ X comme le (ou
un) 2-groupe d’homotopie de l’ensemble simplicial re´duit RH(X) (voir le Lemme 10.1.7).
§14.4. Si X est un pre´-mono¨ıde de Segal (i.e. un objet de MS) et G est un 2-groupe, un
de´terminant de X a` valeurs G est par de´finition une couple D = (D,T ) compose´e par un morphisme
d’ensemble simpliciaux (vers le nerf du groupo¨ıde sous-jacent au 2-groupe G)
X●,1
D // N(G)
et une fonction d’ensembles :
X0,2
T // {Morphismes de G} ,
tels que :
(i) (Compatibilite´) Si ξ ∈X0,2, T (ξ) est un morphisme de G de la forme :
D0(dv2ξ)⊗D0(dv0ξ) T (ξ) // D0(dv1ξ) ;
(ii) (Unitaire) On a que D0(sv0(⋆)) = 1 et T (sv0sv0(⋆)) = l−11 = r−11 .
(iii) (Naturalite´) Si ζ ∈X1,2 on a un carre´ commutatif :
D0(dv2dh1 ζ)⊗D0(dv0dh1 ζ)
D1(dv2 ζ)⊗D1(dv0 ζ)

T (dh1 ζ) // D0(dv1dh1 ζ)
D1(dv1 ζ)

D0(dv2dh0 ζ)⊗D0(dv0dh0 ζ)
T (dh0 ζ)
// D0(dv1dh0 ζ)
(Rappelons que dhi d
v
j = d
v
jd
h
i ).
(iv) (Associativite´) Si η ∈ X0,3 on a un diagramme commutatif :
(389)
D0(A03) D0(A01)⊗D0(A13)T (dv2 η)oo
D0(A01)⊗ (D0(A12)⊗D0(A23))
D0(A01)⊗T (dv0 η)
OO
a ≅
D0(A02)⊗D0(A23)
T (dv1 η)
OO
(D0(A01)⊗D0(A12))⊗D0(A23) ,
T (dv3 η)⊗D0(A23)
oo
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ou` A03 =d
v
1d
v
1η = d
v
1d
v
2η A01 = d
v
2d
v
2η = d
v
2d
v
3η A13 = d
v
1d
v
0η = d
v
0d
v
2η
A02 =d
v
2d
v
1η = d
v
1d
v
3η A23 = d
v
0d
v
0η = d
v
0d
v
1η A12 = d
v
2d
v
0η = d
v
0d
v
3η .
Notons detX(G) l’ensemble des de´terminants d’un pre´-mono¨ıdes de Segal X a` valeurs dans un
2-groupe G. On de´finit un foncteur :
(390) MSop × 2-Grp // Ens ,
(X,G) z→ detX(G)
comme suit : Si f ∶ Y // X est un morphisme de MS et (ϕ,mϕ)∶ G // H est un morphisme de
2-groupes, on de´finit la fonction :
detX(G) detf(ϕ,mϕ) // detY (H)
par la formule detf(ϕ,mϕ)(D,T ) = (D,T ), ou` D et T sont les compose´s :
Y●,1
f●,1 // X●,1
D // NS(G)●,1 NS(ϕ,m
ϕ)●,1// NS(H)●,1
et
Y0,2
f0,2 // X0,2
T // NS(G)0,2 NS(ϕ,m
ϕ)0,2// NS(H)0,2 .
Si la couple (D,T ) ainsi de´finie est un de´terminant de Y a` valeurs dans H, on ve´rifie sans
difficulte´ que detf (ϕ,mϕ) est effectivement un foncteur.
Montrons que (D,T ) est un de´terminant. Pour montrer la proprie´te´ (i) remarquons que on a
un diagramme :
Y0,1
(I)
f0,1 // X0,1
D0 //
(II)
NS(G)0,1 NS(ϕ,m
ϕ)0,1 //
(III)
NS(H)0,1
Y0,2
dvi
OO
f0,2
// X0,2
T
//
dvi
OO
NS(G)0,2 NS(ϕ,mϕ)0,2 //
dvi
OO
NS(H)0,2
dvi
OO
ou` (I) et (III) sont de carre´s commutatifs parce que f et (ϕ,mϕ) sont morphismes et (II) est
commutatif vu que (D,T ) est un de´terminant. Alors si ξ′ ∈ Y0,2 on a que dvi T ′(ξ′) = D0 dvi (ξ′).
On ve´rifie la proprie´te´ (ii) c’est-a`-dire que D0(sv0(⋆)) = 1 et T (sv0sv0(⋆)) = l−11 = r−11 en remar-
quant qu’on a de diagrammes commutatifs :
Y0,1
f0,1 // X0,1
D0 // NS(G)0,1 NS(ϕ,m
ϕ)0,1 // NS(H)0,1
⋆
sv0
OO
⋆
sv0
OO
⋆
sv0
OO
⋆
sv0
OO
et
Y0,2
f0,2 // X0,2
T // NS(G)0,2 NS(ϕ,m
ϕ)0,2 // NS(H)0,2
⋆
sv0s
v
0
OO
⋆
sv0s
v
0
OO
⋆
sv0s
v
0
OO
⋆ .
sv0s
v
0
OO
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D’un autre coˆte´, si ζ′ ∈ Y1,2 on a un carre´ commutatif de G :
D0(dv2dh1 f1,2ζ′)⊗D0(dv0dh1 f1,2ζ′)
D1(dv2 f1,2ζ′)⊗D1(dv0 f1,2ζ′)

T (dh1 f1,2ζ′) // D0(dv1dh1 f1,2ζ′)
D1(dv1 f1,2ζ′)

D0(dv2dh0 f1,2ζ′)⊗D0(dv0dh0 f1,2ζ′)
T (dh0 f1,2ζ′)
// D0(dv1dh0 f1,2ζ′) ;
donc en appliquant le morphisme (ϕ,mϕ) on obtient le carre´ commutatif de H :
D0(dv2dh1 ζ′)⊗D0(dv0dh1 ζ′)
D1(dv2 ζ′)⊗D1(dv0 ζ′)

T (dh1 ζ′) // D0(dv1dh1 ζ′)
D1(dv1 ζ′)

D0(dv2dh0 ζ′)⊗D0(dv0dh0 ζ′)
T (dh0 ζ′)
// D0(dv1dh0 ζ′)
On montre de fac¸on analogue la proprie´te´ d’associativite´.
Proposition 14.4.1. Les foncteurs det●1( ●2 ) et HomMS(●1 , NS(●2) ) de la cate´gorie produit
MSop × 2-Grp vers la cate´gorie des ensembles Ens sont naturellement isomorphes.
De´monstration. Si X est un pre´-mono¨ıde de Segal et G est un 2-groupe on ve´rifie sans peine
que la fonction naturelle :
(391)
HomMS(X,NS(G)) // detX(G)
F z→ (F●,1, F0,2)
est bien de´finie ; autrement dit on ve´rifie aussi-toˆt que si F ∶ X // NS(G) est un morphisme de
la cate´gorie MS la couple :
X●,1
F●,1 // NS(G)●,1 = N(G) et X0,2 F0,2 // NS(G)0,2 ⊂ {Morphismes de G}
est bien un de´terminant de X a` valeurs dans G.
La fonction (391) est injective :
Soient F,G∶ X // NS(G) deux morphismes de pre´-mono¨ıdes de Segal tels que F●,1 = G●,1
et F0,2 = G0,2. Remarquons pour commencer que F●,0 = G●,0 parce que NS(G)●,0 est l’ensemble
simplicial constant ⋆. En plus F0,3 = G0,3 parce que NS(G)0,● = N (G) est un ensemble simplicial
faiblement 2-cosquelettique (voir le Lemme 14.0.2) et F0,2 = G0,2. Enfin on a que F1,2 = G1,2 parce
que la fonction (359) est bijective et on a que F0,2 = G0,2 et F1,1 = G1,1.
Donc Fp,q = Gp,q si p, q ≥ 0 et p + q ≤ 3. Il se suit que F = G d’apre`s le Corollaire 14.3.4.
La fonction (391) est surjective :
Montrons par ailleurs :
Lemme 14.4.2. Soit X un objet de MS et G un 2-groupe. Si (D,T ) est un de´terminant de X a`
valeurs dans G pour tout e´le´ment A de X0,1 on a une e´galite´ de morphismes T (svi (A)) = svi (D0(A))
pour 0 ≤ i ≤ 1 ; c’est-a`-dire :
1⊗D0(A) T (s
v
0(A))=l−1D0(A) // D0(A) et D0(A)⊗ 1 T (s
v
1(A))=r−1D0(A) // D0(A) .
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De´monstration. Si A ∈ X0,1 montrons que T (sv0(A)) = l−1D0(A) ; on ve´rifie T (sv1(A)) = r−1D0(A)
de fac¸on analogue.
Pour commencer on conside`re l’e´le´ment sv0s
v
0(A) de X0,3, alors d’apre`s les proprie´te´s (ii) et (iv)
ci-dessus, on a le diagramme commutatif :
D0(A) 1⊗D0(A)T (sv0 A)oo
1⊗ (1⊗D0(A))
1⊗T (sv0 A)
OO
a ≅
1⊗D0(A)
T (sv0 A)
OO
(1⊗ 1)⊗D0(A) ;
l−1
1
⊗D0(A)
oo
autrement dit on a un triangle commutatif :
(1⊗ 1)⊗D0(A) a //
l−1
1
⊗D0(A) ''
1⊗ (1⊗D0(A))
1⊗T (sv0 A)ww
1⊗D0(A)
D’un autre vu que l1 = r1 (voir le Lemme 13.1.1), d’apre`s (300) on a le triangle commutatif :
(1⊗ 1)⊗D0(A) a // 1⊗ (1⊗D0(A))
1⊗D0(A)
1⊗lD0(A)
77
l1⊗D0(A)
gg
Donc T (sv0(A)) = l−1D0(A). 
D’apre`s le Corollaire 14.3.4 (voir aussi l’adjonction (369)) il suffit de se donner un morphisme
F ∶ µ ∗3 (X) // µ ∗3 ○NS(G) de pre´-mono¨ıdes de Segal tronque´s tel que :
Fp,1 = Dp si 0 ≤ p ≤ 2 et F0,2 = T .
Pour commencer on de´finit :
Fp,0 = id⋆ si 0 ≤ p ≤ 3 ,
Fp,1 = Dp si 0 ≤ p ≤ 2
et F0,2 = T .
(392)
Il se suit du Lemme 14.4.2 et des proprie´te´s (i)-(ii) qui ve´rifie le de´terminant (D,T ) que les
fonctions Fp,q de´finies dans (392) commutent avec les ope´rateurs faces et de´ge´ne´rescence.
Enfin d’apre`s la de´finition de l’ensemble bisimplicial NS(G) et la proprie´te´ (iii) (resp. (iv)) qui
ve´rifie (D,T ) il existe une seule fonction F1,2 (resp. F0,3) laquelle commutent avec les ope´rateurs
faces et de´ge´ne´rescence. 
Si (D,T ) et (D′, T ′) sont deux de´terminants d’un pre´-mono¨ıde de Segal X a` valeurs dans un
2-groupe G, un morphisme de de´terminants H ∶ (D,T ) // (D′, T ′) est un morphisme d’ensembles
simpliciaux (vers le nerf du groupo¨ıde sous-jacent a` G) :
X●,1 ×∆
1 H // N(G)
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ve´rifiant les proprie´te´s :
(i) H est une homotopie de D vers D′, c’est-a`-dire on a un diagramme commutatif de mor-
phismes d’ensembles simpliciaux :
X●,1
ν1 ++
D
))
X●,1 ×∆
1
H // N(G)
X●,1
ν0
33
D′
55
ou` νi est le morphisme compose´ :
X●,1 ≅ X●,1 ×∆
0
X●,1×δi // X●,1 ×∆1 .
(ii) H est une homotopie pointe´e i.e. le morphisme d’ensembles simpliciaux compose´ :
∆1 ≅ ⋆ ×∆1 = X●,0 ×∆
1
sv0×∆
1
// X●,1 ×∆1
H // N(G)
est le morphisme constant a` valeurs 1. De fac¸on e´quivalente H1(⋆, id[1]) = id1.
(iii) Si χ ∈X1,2 on a un diagramme commutatif de G :
D0(dv2dh1χ)⊗D0(dv0dh1χ)
H1(dv2 χ,id[1])⊗H1(dv0 χ,id[1])

T (dh1χ) // D0(dv1dh1χ)
H1(dv1 χ,id[1])

D′0(dv2dh0χ)⊗D′0(dv0dh0χ)
T ′(dh0χ)
// D′0(dv1dh0χ) .
Rappelons que d’apre`s la de´finition (204) et l’adjonction (203) on a un isomorphisme naturel :
Hom
(1)
MS
(X,NS(G))1 =HomMS((X × p∗1(∆1))/( ⋆ ×p∗1(∆1)),NS(G))
≅Hom∆̂×∆(X × p∗1(∆1),NS(G)) .
On de´finit ainsi une fonction :
(393)
Hom
(1)
MS
(X,NS(G))1 // { Morphismes dede´terminants de Xa` valeurs dans G }
F z→ HF
ou` HF ∶ (DF , TF) // (D′F , T ′F) est le morphisme du de´terminant :
(DF ,TF ) = ( X●,1 ≅X●,1×∆0 X●,1×δ1 // X●,1×∆1 F●,1// N(G) , X0,2 ≅X0,2×∆00 X0,2×δ1 // X0,2×∆10 F0,2// NS(G)0,2 )
vers le de´terminant :
(D′F ,T ′F ) = ( X●,1 ≅X●,1×∆0 X●,1×δ0 // X●,1×∆1 F●,1// N(G) , X0,2 ≅X0,2×∆00 X0,2×δ0 // X0,2×∆10 F0,2// NS(G)0,2 )
de´fini par le morphisme d’ensembles simpliciaux :
X●,1 ×∆
1
F●,1 // N(G) .
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Notons que HF ve´rifie la proprie´te´ (iii) parce que d’apre`s la de´finition de NS(G) si χ ∈X1,2 on
a que F1,2(χ, id[1]) est le diagramme commutatif de G qui suit :
F0,1(dv2dh1χ, δ1)⊗F0,1(dv0dh1χ, δ1)
F1,1(dv2 χ,id[1])⊗F1,1(dv0 χ,id[1])

F0,2(dh1χ,δ1) // F0,1(dv1χ, δ1)
F1,1(dv1 χ,id[1])

F0,1(dv2dh0χ, δ0)⊗F0,1(dv0dh0χ, δ0)
F0,2(dh0χ,δ0)
// F0,1(dv1dh0χ, δ0) .
Constatons :
Lemme 14.4.3. La fonction (393) est bijective.
De´monstration. Soient F ,F ′∶ X × p∗1(∆1) // NS(G) deux morphismes d’ensembles bisim-
pliciaux tels que HF =HF ′ .
Il se suit de la de´finition de (393) que F●,1 = F
′
●,1 et F0,2 = F
′
0,2. D’un autre F●,0 = F
′
●,0 parce que
NS(G)●,0 est l’ensemble simplicial constant a` valeurs ⋆. Vu que NS(G)0,● = N (G) est un ensemble
simplicial faiblement 2-cosquelettique et F0,2 = F
′
0,2 on a que F0,3 = F
′
0,3. En plus F1,2 = F
′
1,2 parce
que F0,2 = F
′
0,2, F1,1 = F
′
1,1 et la fonction (359) est injective.
Donc F = F ′ d’apre`s le Corollaire 14.3.4.
Supposons maintenant que H ∶ (D,T ) // (D′, T ′) est un morphisme de de´terminants de X a`
valeurs dans G. On montre qu’il existe un morphisme d’ensembles bisimpliciaux :
X × p∗1(∆1) F // NS(G)
tel que HF = H de la fac¸on suivante : Par ailleurs il se suit de la Proposition 14.4.1 qu’il existe un
morphisme d’ensembles simpliciaux :
X0,● ×∆
1
0
F0,● // NS(G)0,● = N (G)
tel que :
F0,1(A, δ0) = D′0(A) , F0,1(A, δ1) = D0(A) si A ∈X0,1 .
et
F0,2(ξ, δ0) = T ′(ξ) , F0,2(ξ, δ1) = T (ξ) si ξ ∈ X0,2 .
D’un autre le morphisme d’ensembles simpliciaux F●,0 est par de´finition le morphisme constant
sur NS(G)●,0 l’ensemble simplicial constant a` valeurs ⋆ et F●,1 est e´gale au morphisme d’ensembles
simpliciaux :
X●,1 ×∆
1 H // NS(G)●,1 = N(G) .
Notons que d’apre`s la proprie´te´ (ii) qui ve´rifie le morphisme de de´terminants H on a que
F●,1 ○ s
v
0 = s
v
0 ○ F●,0. En plus d’apre`s la proprie´te´ (iii) on a pour tout χ ∈ X1,2 un diagramme
commutatif :
F0,1(dv2dh1χ, δ1)⊗F0,1(dv0dh1χ, δ1)
F1,1(dv2 χ,id[1])⊗F1,1(dv0 χ,id[1])

F0,2(dh1χ,δ1) // F0,1(dv1χ, δ1)
F1,1(dv1 χ,id[1])

F0,1(dv2dh0χ, δ0)⊗F0,1(dv0dh0χ, δ0)
F0,2(dh0χ,δ0)
// F0,1(dv1dh0χ, δ0)
,
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or une fonction F1,2 commutant aux morphismes faces et de´ge´ne´rescences qui le concerne.
Il se suit du Corollaire 14.3.4 que la fonction (393) est surjective. 
Montrons :
Lemme 14.4.4. Si X est un pre´-mono¨ıde de Segal et G est un 2-groupe, l’ensemble simplicial
Hom
(1)
MS
(X,NS(G)) est un 1-groupo¨ıde de Kan (voir le Lemme 14.1.1).
De´monstration. D’apre`s le Corollaire 14.3.4 Hom
(1)
MS
(X,NS(G)) est un ensemble simplicial
2-cosquelettique. En plus Hom
(1)
MS
(X,NS(G)) est un complexe de Kan parce que NS(G) est un objet
fibrant de la cate´gorie de mode`les simplicial pointe´e (MS,Wdiag2 ,mono,fibdiag2 ) de la Proposition
10.4.3.
Il se suit du Lemme 11.2.1 qu’il faut juste montrer que la fonction :
(394) Hom ∆̂ (∆2,Hom(1)MS(X,NS(G))) α
1,k
X // Hom∆̂ (Λ2,k,Hom(1)MS(X,NS(G)))
est injective pour tout 0 ≤ k ≤ 2.
Remarquons que d’apre`s le Corollaire 14.3.4 et le Lemme 14.4.3 se donner un e´le´ment de la
source de la fonction (394) e´quivaut a` se donner trois morphismes de de´terminants de X a` valeurs
dans G comme dans le diagramme :
(D′, T ′) H0
**(D,T )
H2 33
H1
// (D′′, T ′′) ,
plus un morphisme d’ensembles simpliciaux :
X●,1 ×∆
2 Φ // NS(G)●,1 = N(G) ,
tel que si 0 ≤ i ≤ 2 le morphisme Hi∶ X●,1 ×∆
1 // N(G) est e´gale au compose´ :
X●,1 ×∆
1
X●,1×δi // X●,1 ×∆2
Φ // NS(G)●,1 = N(G) .
Or la fonction (394) est injective parce que Hom ∆̂ (X●,1,N(G)) est un 1-groupo¨ıde de Kan. 
Si X est un pre´-mono¨ıde de Segal et G est un 2-groupe, il se suit de la Proposition 14.4.1 et des
Lemmes 14.4.3 et 14.4.4 que les de´terminants de X a` valeurs dans G et les morphismes entre eux
forment un groupo¨ıde qu’on note detX(G).
De fac¸on explicite si :
(D,T ) H // (D′, T ′) H′ // (D′′, T ′′)
sont de morphismes de de´terminants de X a` valeurs dans G on de´finit le morphisme de de´terminants
compose´ H ′ ○H ∶ (D,T ) // (D′′, T ′′) comme suit : Vu que d’apre`s le Corollaire 11.3.3 l’ensemble
simplicial Hom ∆̂ ⋆(X●,1,N(G)) est un 1-groupo¨ıde de Kan, il existe un seul morphisme :
X●,1 ×∆
2 Φ // N(G)
tel que le morphisme d’ensembles simpliciaux compose´ :
X●,1 ×∆
1
X●,1×δ0 // X●,1 ×∆2
Φ // N(G)
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est e´gale au morphisme H ′, le morphisme d’ensembles simpliciaux compose´ :
X●,1 ×∆
1
X●,1×δ2 // X●,1 ×∆2
Φ // N(G)
est e´gale au morphisme H et le morphisme d’ensembles simpliciaux compose´ :
∆2 ≅ ⋆ ×∆2 = X●,0 ×∆
2
sv0×∆
2
// X●,1 ×∆2
Φ // N(G)
est e´gale le morphisme constant a` valeurs 1.
Alors le morphisme de de´terminantsH ′○H ∶ (D,T ) // (D′′, T ′′) est le morphisme d’ensembles
simpliciaux compose´ :
X●,1 ×∆
1
X●,1×δ1 // X●,1 ×∆2
Φ // N(G) .
On de´finit un foncteur :
(395) MSop × 2-Grp // Grpd
(X,G) z→ detX(G)
qui e´tend le foncteur (390) comme suit : Si f ∶ Y // X est un morphisme deMS et (ϕ,mϕ)∶ G // H
est un morphisme de 2-groupes, on de´finit le foncteur :
detX(G) detf(ϕ,m
ϕ)
// detY (H)
(D,T )
H

(D,T )
H

z→
(D′, T ′) (D′, T ′)
ou` H ∶ (D,T ) // (D′, T ′) est le morphisme de de´terminants de´fini par le compose´ de foncteurs :
Y●,1 ×∆
1
f●,1 // X●,1 ×∆1
H // N(G) N(ϕ) // N(H) .
De la Proposition 14.4.1 et des Lemmes 14.4.3 et 14.4.4 on en conclu :
Corollaire 14.4.5. Les foncteurs N(det●1( ●2 )) et Hom(1)MS(●1 , NS(●2) ) de la cate´gorie
produitMSop×2-Grp vers la cate´gorie des ensembles simpliciaux ∆̂ sont naturellement isomorphes.
Rappelons que la cate´gorie homotopique des groupo¨ıdes hGrpd est la cate´gorie dont les objets
sont les groupo¨ıdes et les morphismes sont les classes a` isomorphisme naturel pre`s des foncteurs
entre eux :
HomhGrpd(G,H) = π0(HG) .
Dans le Corollaire qui suit on note :
Grpd
π // hGrpd
le foncteur canonique. Remarquons que Hom2-Grp est un enrichissement de la cate´gorie des 2-groupes
sur Grpd, donc Hom2-Grp est aussi un enrichissement de 2-Grp sur la cate´gorie homotopique
hGrpd.
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Corollaire 14.4.6. Si X est un pre´-mono¨ıde de Segal le foncteur compose´ :
2-Grp
det
X
( ● )
// Grpd
π // hGrpd
est repre´sentable par un 2-groupe d’homotopie du pre´-mono¨ıde de Segal X.
En particulier si (ϕ,mϕ)∶ G // H est une 2-e´quivalence faible de 2-groupes le foncteur :
detX(G) detX(ϕ,m
ϕ)
// detX(H)
est une e´quivalence faible de groupo¨ıdes et le foncteur induit :
2-hGrp
π0(detX( ● )) // Ens
est repre´sentable aussi par un 2-groupe d’homotopie du pre´-mono¨ıde de Segal X.
De fac¸on analogue si on conside`re la cate´gorie MS munie de l’enrichissement Hom
(1)
MS le fonc-
teur compose´ :
MSop
det ● (G) // Grpd
N // ∆̂
est repre´sentable par le pre´-mono¨ıde de Segal NS(G) pour tout 2-groupe G.
En particulier si f ∶ X // Y est une 2-e´quivalence faible diagonale de pre´-mono¨ıdes de Segal
le morphisme :
N(detY (G)) N(detf(G))// N(detX(G))
est une 1-e´quivalence faible d’ensembles simpliciaux et le foncteur induit :
Ho2(MS)op hN(det ● (G)) // Ho1( ∆̂ )
est repre´sentable aussi par le pre´-mono¨ıde de Segal NS(G).
De´monstration. Soit X un pre´-mono¨ıde de Segal et Π2(X) un 2-groupe d’homotopie de X .
D’apre`s la de´finition de Π2(X) il existe un isomorphisme NS(Π2(X)) // X dans la cate´gorie
Ho2(MS)
Vu que (MS,Wdiag2 ,mono,fibdiag2 ) munie de l’enrichissement Hom(1)MS est une cate´gorie de
mode`les simplicial d’ordre 1 (voir la Proposition 10.4.3) il se suit que le foncteur Hom
(1)
MS
(●,NS(G))
de la cate´gorieMSop vers ∆̂ envoi les 2-e´quivalences faibles diagonales entre des objets quelconques
vers 1-e´quivalences faibles d’ensembles simpliciaux. Donc il existe un isomorphisme dans Ho1( ∆̂ ) :
Hom
(1)
MS
(NS(Π2(X),NS(G))) ≅ Hom(1)MS(X,NS(G))
lequel est naturel en G.
D’un autre coˆte´ d’apre`s le Corollaire 14.3.7 et le Lemme 14.4.5 ils existent des isomorphismes
naturels dans la cate´gorie ∆̂ :
N(Hom2-Grp(Π2(X),G)) ≅ Hom(1)MS(,NS(Π2(X)),NS(G))
et
N(detX(G)) ≅ Hom(1)MS(X,NS(G)) .
Donc il existe un isomorphisme dans hGrpd naturel en G :
detX(G) ≅ Hom2-Grp(Π2(X),G)
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parce que le foncteur nerf N∶ Grpd // ∆̂ induit une e´quivalence de cate´gories (voir §12.1.1) :
hGrpd
hN // Ho1( ∆̂ )
Rappelons maintenant que si (ϕ,mϕ)∶ G // H est une 2-e´quivalence faible de 2-groupes :
NS(G) NS(ϕ,mϕ) // NS(H)
est une 2-e´quivalence faible diagonale des objets fibrants de la cate´gorie de mode`les simplicial
(MS,Wdiag2 ,mono,fibdiag2 ,Hom(1)MS). En particulier le morphisme induit :
Hom
(1)
MS
(X,NS(G)) NS(ϕ,mϕ)∗ // Hom(1)MS(X,NS(H))
est une 1-e´quivalences faible de 1-groupo¨ıdes de Kan.
Autrement dit :
detX(G) detX(ϕ,m
ϕ)
// detX(H)
est une e´quivalence faible de groupo¨ıdes.

On de´duit des Corollaires 14.3.8 et 14.4.6 :
Corollaire 14.4.7. Si X est un ensemble simplicial re´duit, le foncteur induit (voir 14.2.4) :
2-hGrp
π0(detX( ● )) // Ens
est repre´sentable par un 2-groupe d’homotopie du pre´-mono¨ıde de Segal X.

Bibliographie
[Bar10] C. Barwick, On left and right model categories and left and right bousfield localizations, Homology, Ho-
motopy and Applications 12 (2010), no. 2, 245–320.
[Cis03] D-C. Cisinski, Images directes cohomologiques dans les cate´gories de mode`les, no. 10, 195–244.
[Cis06] , Les pre´faisceaux comme mode`les des types d’homotopie, vol. 308, Aste´risque, 2006.
[Del87] P. Deligne, Le de´terminant de la cohomologie, Contemporary Mathematics 67 (1987), 93–177.
[DGM12] Bjørn Ian Dundas, Thomas G. Goodwillie, and Y Mccarthy, The local structure of algebraic K-theory,
Springer-Verlag, 2012.
[DHKS04] W. G. Dwyer, P. S. Hirschhorn, D. M. Kan, and J. H. Smith, Homotopy limit functors on model categories
and homotopical categories, Mathematical Surveys and Monographs, vol. 113, American Mathematical
Society, 2004.
[DK80a] W. G. Dwyer and D. M. Kan, Calculating simplicial localizations, Journal of Pure and Applied Algebra
18 (1980), 17–35.
[DK80b] , Function complexes in homotopical algebra, Topology 19 (1980), no. 4, 427–440.
[DK80c] , Simplicial localizations of categories, Journal of Pure and Applied Algebra 17 (1980), 267–284.
[DS95] W. G. Dwyer and J. Spalinski, Homotopy theories and model categories, Handbook of Algebraic Topology,
Elsevier, 1995, pp. 73–126.
[Dug01] D. Dugger, Replacing model categories with simplicial ones, Trans. Amer. Math. Soc. 353 (2001), no. 12,
5003–5027.
[Dus02] J. W. Duskin, Simplicial matrices and the nerves of weak n-categories I : Nerves of bicategories, Theory
Appl. Categ. 9 (2001/02), no. 10, 198–308, electronic.
[FM07] A. Tonks F. Muro, The 1-type of a waldhausen K-theory spectrum, Advances in Mathematics 216 (2007),
178–211.
[FMW15] A. Tonks F. Muro and M. Witte, On determinant functors and K-theory, Publicacions Matema`tiques 59
(2015), 137–233.
[GJ99] P. Goerss and J. Jardine, Simplicial homotopy theory, Progress in Mathematics, vol. 174, Birkha¨user
Verlag, 1999.
[Gle82] P. G. Glenn, Realization of cohomology classes in arbitrary exact categories, J. Pure Appl. Algebra 25
(1982), no. 1, 33–105.
[GZ76] P. Gabriel and M. Zisman, Calculus of fractions and homotopy theory, Springer-Verlag, New York, 1976.
[Hir03] P. S. Hirschhorn, Model categories and their localizations, vol. 99, American Mathematical Society, 2003.
[Hov99] M. Hovey, Model categories, Mathematical Surveys and Monographs, vol. 63, American Mathematical
Society, 1999.
[IM93] J. Svensson I. Moerdijk, Algebraic classification of equivariant homotopy 2-types, I, Journal of Pure and
Applied Algebra 89 (1993), 187–216.
[JA94] J. Rosick J. Ada´mek, Locally presentable and accessible categories, London Mathematical Society Lecture
Note Series, vol. 189, Cambridge University Press, 1994.
[Kel82] G. M. Kelly, Basic concepts of enriched category theory, London Mathematical Society, Lecture Note
Series, 1982.
[Knu02] F. F. Knudsen, Determinant functeurs on exact categories and their extensions to categories of bounded
complexes, Michigan Math. J 50 (2002), no. 2, 407–444.
251
252 Elhoim Sumano
[Lan98] S. Mac Lane, Categories for the working mathematician, de´uxieme ed., Graduate Texts in Mathematics,
Springer-Verlag, New York, 1998.
[mat] http ://ncatlab.org/nlab/show/mate.
[May82] J. P. May, Simplicial objects in algebraic topology, Chicago Lectures in Mathematics, University of Chicago
Press, 1982.
[Qui67] D. Quillen, Homotopical algebra, Lecture Notes in Math., vol. 43, Springer-Verlag, 1967.
[RSS01] Ch. Rezk, S. Schwede, and B. Shipley, Simplicial structures on model categories and functors, Amer. J.
Math. 123 (2001), no. 3, 551–573.
[SL08] S. Paoli S. Lack, 2-nerves for bicategories, K-Theory 38 (2008), no. 2, 153–175.
[Sta14] A. Stancuescu, Constructing model categorieswith prescribed fibrant objects, Theory and applications of
categories 29 (2014), no. 23, 635–653.
[Wal83] F. Waldhausen, Algebraic K-theory for spaces, Algebraic and geometric topology (New Brunswick, N.J.),
Lecture Notes in Math., vol. 1126, Springer-Verlag, 1983, pp. 318–419.
